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INTRODUCTION, 


J*avais  conçu  depuis  long-temps  un  vif  désir  de 
contribuer  de  tout  mon  pouvoir  à  l'avancement  des 
sciences  dont  Tétude  a  fait  l'une  des  plus  heureuses 
occupations  de  ma  vie  ;  mais  j'étais  encore  incertain 
sur  la  marche  que  j'avais  à  suivre  pour  atteindre  ce 
but,  lorsque  plusieurs  savants  qui  veulent  bien 
m'honorer  de  leur  amitié  se  réunirent  pour  me  per- 
suader que  je  rendrais  un  service  éminent  à  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  si  j'arrivais  à  popula- 
riser les  belles  et  rigoureuses  méthodes  du  plus 
habile  de  nos  géomètres.  Je  me  suis  laissé  convain- 
cre sans  effort;  j'avais  eu  moi-même  cette  pensée; 
je  savais  d'ailleurs  que  M.  Cauchy,  qui,  à  la  qualité 
glorieuse  d'élève,  me  permet  d'ajouter  celle  plus 
glorieuse  encore  d'ami,  m'accepterait  volontiers 
pour  intermédiaire  et  pour  écho  dans  ses  savantes 
communications  avec  le  public. 
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On  apprécie  généralement  les  grands  et  beaux 
travaux  de  M.  Cauchy  sur  la  théorie  des  nombres , 
sur  la  mécanique  céleste ,  et  sur  la  théorie  de  la  lu- 
mière. Le  monde  savant  a  applaudi  et  applaudit 
bien  plus  encore  aujourd'hui  aux  admirables  mé- 
moires par  lesquels  il  a  reculé  toutes  les  limites  de 
la  science;  mais  il  me^emble  qu'on  ignore  ce  que 
l'enseignement  classique  des  mathématiques  lui  doit 
de  perfectionnements  inespérés.  Depuis  plus  de 
trente-quatre  ans,  celui  qu'on  affectait  naguère 
d'appeler  un  jeune  professeur,  n'a  pas  cessé  de 
combler  quelqu'une  des  lacunes  que  présente  l'en- 
seignement élémentaire  des  sciences.  On  l'a  vu 
chaque  année  substituer  des  méthodes  simples  et 
rigoureuses  aux  méthodes  empiriques  et  incam- 
plètes  que  l'on  gémit  de  rencontrer  jusque  dans 
des  auteurs  très  estimés.  La  justice  et  la  reconnais 
sance  me  font  un  devoir  de  prouver^  ce  que  j'avance. 

M.  Cauchy  a  rédigé  sur  des  bases  nouvelles ,  et 
l'on  sait  à  quelle  occasion ,  des  traités  éléaientaires 
d'Arithmétique  et  de  Géométrie  ;  on  aime  à  voir  un 
grand  génie,  inspiré  par  un  noble  (^vouement, 
suspendre  la  poursuite  de  ses  brillantes  découvertes 
pour  rendre  accessibles  à  un  jeune  et  royal  exilé 
les  importants  secrets  des  sciences. 

Si  de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie  nous  pas- 
sons à  l'algèbre  et  à  l'analyse  algébrique,  nous  ver- 
rons M.  Cauchy  lutter  sans  cesse  contre  des  difficul- 
tés qui ,  jusqu'à  lui,  avaient  semblé  grandir  avec  la 
science.  Il  commence  d'{d)ord  par  subslitaer  des  dé- 
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finitions  précises ,  des  démonstrations  rigoureuses , 
aux  paralogismes  et  aux  cercles  vicieux  qui  servent 
malheureusement    d'introduction   au   plus   grand 
nombre  des  traités  d'analyse  ;  puis  c'est  une  succes- 
sion non  interrompue  d'améliorations  longtemps 
attendues  en  vain.  La  science  reçoit  de  lui  tour  à 
tour,  i^  une  méthode  générale  de  résolution  d'un 
nombre  quelconque  d'équations  du  prunier  degré 
à  plusieurs  inconnues ,  méthode  plus  élégante  et 
plus  facile  que  celle  de  Laplace  ;  2»  une  théoriç  nou- 
velle et  très  simple  des  combinaisons  et  des  nombres 
figurés  que  MM.  Mayer  et  Ghoquet  ont  faitroduite  en 
partie  dans  leur  Traité  d'Algèbre  ;  3^  une  démonstra- 
tion ,  aussi  élémentaire  qu'elle  peut  l'être,  du  théo- 
rème fondamental  que  toute  équation  a  une  racine  ; 
4^  une  théorie  très  ingénieuse  des  fonctions  symé- 
triques^ qui  permet  de  calculer  directement,  à  l'aide 
de  simples  divisions  algébriques ,  une  fonction  sy- 
métrique quelconque  des  racines   d'une  équation 
donnée;  5^  un  moyen  sûr  d'éviter  l'équation  aux 
carrés  des  difiTérences  et  d'obtenir  immédiatement , 
par  un  calcul  arithmétique ,  quand  les  coefficients 
de  l'équation  primitive  sont  des  nombres  entiers, 
une  limite  inférieure  à  la  plus  petite  différence  entre 
les  racines  réelles  de  cette  équation  ou  entre  les  mo- 
dules de  ses  racines  imaginaires  ;  6^  la  première  so- 
lution connue  du  problème  proposé  par  Lagrange 
sur  la  détermination  exacte  du  nombre  des  racines 
réelles  d'une  équation  algébrique;  7®  une  théorie  en- 
tièrement neuve ,  conduisant  à  des  démonstrations 
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simples  et  directes  des  beaux  théorèmes  de  Descar- 
tes, deDubuat,  deBudan,  de  Fourier  et  de  Sturm, 
sur  la  détermination  exacte  ou  approchée  des  raci- 
nes réelles  d'une  équation  donnée  ;  7®  im  théorèn^e 
nouveau  et  vraiment  extraordinaire,  qui  donne  le 
nombre  des  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire  sont  comprises  entre  des  li- 
mites données,  théorème  qui  contient,  comme  cas 
particulier ,  le  théorème  de  Sturm  et  tous  les  théo- 
rèmes analogues  ;  8**  une  méthode  rigoureuse  pour 
le  calcul  par  approximations  successives  des  racines 
d'une  équation  numérique  quelconque  :  cette  mé- 
thode ,  qui  se  réduit  à  celle  de  Newton  quand  cette 
dernière  est  applicable ,  donne  réellement  à  chaque 
opération  une  approximation*  plus  grande  ;  9®  des 
considérations  importantes  sur  la  convergence  des 
séries ,  et  deux  règles  très  simples  pour  l'apprécia- 
tion de  cette  convergence;  10®  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  questions  difficiles  d'analyse. 

Je  me  propose  de  réunir  sous  peu  de  jours, 
dans  un  petit  volume ,  l'ensemble  de  ces  perfection- 
nements; ce  sera  une  exposition  nouvelle  et  très 
élémentaire  de  la  théorie  générale  des  équations ,  et 
du  grand  problème  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 

Nous  devons  encore  à  M.  Cauchy  une  rédaction 
complètement  neuve  des  deux  trigonométries  rec- 
tiligne  et  sphérique ,  et  de  l'application  de  l'algèbre 
à  la  géométrie.  Il  a  eu  l'heureuse  idée  de  ramener 
l'étude  des  lignes  et  des  surfaces  du  second  degré  à  la 


INTRODUCTION.  .  XVÎj 

discussion  facile  et  simple  d'une  équation  à  trois  ter- 
mes r*-+-2^r-+-M— /l=:o.  Il  suffit  alors  dequelques  rai- 
sonnements évidents  9  de  quelques  calculs  élégants , 
sans  transformation  aucune  des  coordonnées,  pour 
faire  ressortir  toutes  les  propriétés  de  ces  lignes  et 
de  ces  surfaces.  S'il  s'agit  par  exemple  des  surfaces 
du  second  degré,  on  arrive  dans  deux  ou  trois  le- 
çons^ en  suivant  une  marche  très  uniforme  et  tout»à- 
fait  analytique ,  aux  équations  du  centre ,  du  plan 
diamétral,  des  plans  diamétraux  principaux,  des 
axes  principaux ,  du  plan  tangent ,  des  sections  rec- 
tilignes ,  des  sections  circulaires ,  des  foyers  ;  aux  re- 
lations qui  unissent  les  axes  principaux  aux  diamè- 
tres conjugués,  etc.,  etc.  Il  me  tarde  aussi,  en 
publiant  cette  -  admirable  méthode,  de  simplifier 
l'enseignement  de  la  géométrie  analytique. 

Quant  à  ce  qui  concerne  les  traités  de  Calcul  dif- 
férentiel ,  de  Calcul  intégral  et  de  Mécanique  dont 
j'entreprends  aujourd'hui  la  publication ,  il  suffira 
de  les  parcourir  pour  se  convaincre  qu'ils  diffèrent 
totalement  des  traités  publiés  par  d'autres  auteurs, 
qu'ils  sont  presque  en  entier  l'œuvre  de  l'illustre 
géomètre.  Quand  il  ettiprunte  à  ses  devanciers  les 
énoncés  des  théorèmes,  le  mode  au  moins  de  démons- 
tration est  à  lui.  On  verra  mieux  ce  qui  lui  appar- 
tient plus  en  propre  dans  l'analyse  que  je  placerai  à 
la  tête  de  chacun  des  volumes  de  cet  ouvrage.  Je 
n'ai  à  m' occuper  aujourd'hui  que  du  Calcul  diffé- 
rentiel. 

Ce  Traité  doit  être  regardé  comme  une  édition 
T.  I.  h 
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nouvelle,  mais  considérablement  augmentée ,  des 
Leçons  de  M.  Cauchy.  Je   l'ai  fait  aussi  complet 
qu'il  m'a  été  possible;  ce  n'était  pas  assez  qu'il 
fiit  au  niveau  de  la  science  telle  que  l'avaient  faite 
jusqu'ici  les  traités  classiques;  ces  traités  ne  prépa- 
raient pas  suffisamment  à  la  lecture  des  ouvrages 
des  grands  maîtres  ;  il  fallait  nécessairement  donner 
à  l'enseignement  un  nouvel  essor  :  j'ai  essayé  de  le 
faire.  J'ai  fait  entrer  dans  la  composition  de  ce  pre- 
mier volume  les  ouvrages  suivants  de  M.  Cauchy  : 
i"  les  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel  y  deuxième 
édition ,  Paris ,  1 829;  1^  les  Leçons  sur  VappUccUion 
du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géométrie  y  t.  i®"",  Pa- 
ris, 1826;  3^  un  Mémoire  publié  dans  le  troisième 
volume  des  Exercices  de  mathématiques,  sur  les 
surfaces  que  peuvent  engendrer,   en  se  mouvant 
dans  l'espace,    des  lignes  droites   ou  courbes  de 
forme  constante  ou  variable  ;  4**  un  Mémoire  sur  la 
théorie  des  suites  et  les  lois  de  leur  convergence, 
imprimé  d'abord  dans  les  Comptes  tendus  de  P Aca- 
démie des  Sciences  y  et  plus  tard ,  avec  des  adjditions 
importantes ,  dans  la  neuvième  livraison  des  Exer^ 
cices  d'Analyse  et  de  Phjrsique  mathématique;  5®  un 
Mémoire  sur  l'interpolation ,  d'abord  lithographie , 
puis  inséré  dans  le  troisième  volume  du  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouville  ;  6**  divers  Mémoi- 
res sur  le  calcul  des  résidus ,  faisant  partie  des  Exer- 
cices de  mathématiques;  7**  un  Traité  inédit  du  calcul 
aux  différences  finies;  8®  enfin  un  cahier  manus- 
crit que  M.  Cauchy  a  bien  voulu  me  confier,  et  qui 
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devait  former  le  troisième  volume  des  Âpplicéitions 
du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géométrie.  L'ensemble 
de  ces  Traités  et  Mémoires  formait  plus  de  io4o 
pages  iD-4^  ;  pour  le  resserrer  dans  les  limites  d'un 
seul  volume  in-8**,  il  a  fallu  changer  presque  en- 
tièrement la  rédaction.  J'avais  à  la  rendre  à  la  fois 
plus  concise  et  plus  élémentaire;  puissé-je  avoir 
réussi  ! 

Ce  qui->  je  l'espère ,  attirera  surtout  l'attention 
dans  ce  nouvel  ouvrage,  c'est  la  rigueur  et  la  netteté 
des  démonstrations.  La  rigueur  est  le  caractère ,  j'o- 
serais presque  dire  le  caractère  distinctif  de  la  ma- 
nière de  M.  Cauchy;  son  esprit  éminemment  exact 
et  pénétrant  n'a  jamais. pu  s'accommoder  de  ces 
demi-preuves  auxquelles  tant  d'autres  géomètres  se 
«ont  résignés.  Cette  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  la 
simplicité,  elle  en  est  au  contraire  la  compagne  insé- 
parable. Une  démonstration  incomplète  est  luie  dif- 
ficulté cachée,  mais  non  résolue,  qui  tôt  ou  tard  se 
fera  jour  et  deviendra  la  source  de  difficultés  plus 
grandes  encore;  une  preuve  rigoureuse  est  toujours, 
au  contraire,  unedifBculté  vaincue.  Avant  que  M  .Cau- 
chy publiât  ses  Traités,  les  démonstrations  des  théorè- 
mes fondamentaux  du  Calcul  différentiel  reposaient 
trop  souvent  sur  la  considération  de  certaines  séries 
que  l'on  employait  sans'discernement ,  sans  avoir  pu 
s'assurer  qu'elles  étaient  convergentes,  ou  qu'elles' 
étaient  l'expression  exacte  des  fonctions  qui  sem- 
blaient leur  avoir  donné  naissance.  C'était  un  vérita- 
ble abus  contre  lequel  M.  Cauchy  n'a  pas  cessé  de 
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réclamer  ;  il  n'a  jamais  eu  recours  à  un  développe^ 
ment  en  série  sans  avoir  d'abord  mis  en  évidence  sa 
possibilité  j  sa  forme  y  sa  convergence ,  son  existence 
ei7  un  mot,  comme  expression  de  telle  fonction 
donnée.  Je  crois  pouvoir  affirmer  sans  crainte  qu'en 
étudiant  ou  en  enseignant  ces  Leçons,  on  ne  rencon- 
trera pas  une  seule  démonstration  qui  ne  satisfasse 
pleinement  l'esprit.  Je  suis  même  convaincu  que  dès 
qu'on  se  sera  familiarisé  avec  les  notations,  d'ailleurs 
très  simples  et  très  élégantes,  de  M.  Cauchy ,  on  sera 
forcé  de  reconnaître  que  ses  méthodes  sont  les  plus 
élémentaires  de  toutes. 

J'ai  cru  devoir  prendre  pour  base  et  pour  point 
de  départ  du  Calcul  différentiel  la  considération  de 
la  fonction  dérivée,  dont  on  se  fait  toujours  une  idée 
nette  et  précise  en  disant  qu'elle  est  la  limite  du  rap- 
port de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accroisse- 
ment de  la  Variable  indépendante.  De  la  définition 
de  la  dérivée  je  passe  à  la  différentielle ,  qui  est  le 
produit  de  la  dérivée  par  l'accroissement  arbitraire 
attribué  à  la  variable  indépendante.  Je  n'ai  pas  craint 
de  dire  que  cette  différentielle ,  regardée  par  Euler 
comme  rigoureusement  égale  à  o ,  est  en  réalité  une 
quantité  indéterminée  finie  ou  indéfiniment  petite , 
suivant  que  l'accroissement  arbitraire  attribué  à  la  va- 
riable indépendante  est  lui-même  fini  ou  indéfiniment 
petit  :  de  fait  cependant,  dans  le  calcul  différentiel 
considéré  comme  distinct  du  calcul  aux  différences 
finies,  la  différentielle  est  toujours  une  quantité  très 
petite.  M.  Cauchy  a  cru,  dans  ces  dernières  années, 
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devoir  donner  de  la  différentielle  une  définition  di- 
recte ,  immédiate ,  indépendante  de  la  considération 
des  fonctions  dérivées.  Se  rapprochant  des  idées  de 
Maclaurin  et  de  d'Alembert,  il  appelle  différentielles 
des  quantités  dont  les  rapports  sont  équivalents  aux 
dernières  raisons  des  accroissements  que  peuvent 
prendre  simultanément  les  variables.  En  partant  de 
cette  définition  on  peut  calculer  les  différentielles 
sans  passer  par  les  dérivées ,  comme  je  l'ai  fait  voir 
avec  détail  dans  la  quatorzième  leçon  ;  mais  je  n'ai 
pas  voulu  la  prendre  pour  point  de  départ  :  elle 
n'est  réellement  avantageuse  que  lorsqu'il  est  ques- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes; j'aurais  craint  ^  en  l'employant  trop  tôt,  de 
jeter  quelque  obscurité  sur  les  principes  du  Calcul 
différentiel  qu'il  importait  tant  d'éclaircir. 

On  verra  que  je  me  suis  efforcé  de  faire  compren- 
dre parfaitement  le  sens  des  notations  du  Calcul  dif- 
férentiel et  de  leur  enlever  tout  ce  qu'elles  pouvaient 
présenter  d'obscur  ou  d'ambigu.  Je  regrette  de  n'a- 
voir pas  banni  complètement  de  ces  leçons  les  no- 
tations vagues  et  incommodes  ^,    ^^>  ^>  -y- y 

-T-  dxy  ^  ^  <^»  pour  leur  substituer  les  notations 

plus  tranchéesj'[=Dj:j",  dj.jr^  z\=Ox^j  2^=0^2, 
rApZ,  dyZ^  etc. 

Puisque  le  développement  des  fonctions  en  séries 
n'est  qu'une  des  nombreuses  applications  du  Calcul 
différentiel ,  j'ai  cru,  toujours  en  suivant  M.  Cau- 
chy ,  et  quoique  l'opinion  contraire  ait  été  soutenue 
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par  Lagrange ,  dans  son  remarquable  et  célèbre  ou-* 
vrage  sur  le  calcul  des  fonctions  ^  quHl  importait 
d'établir  les  principes  fondamentaux  de  cette  bran- 
che importante  de  l'analyse,  indépendamment  de 
ce  développement  ou  indépendamment  de  la  for- 
mule de  Taylor.  M.  Cauchy  ramène  dans  tous  les 
cas  le  calcul  des  dérivées  à  la  considération  des 

valeurs  que  prennent  pour  j?  =  o  les  trois    ex- 

I 

pressions (i-f- x)' ,   -i ^,  ;  cette  méthode 

parait  au  premier  abord  trop  subtile ,  elle  n'est  réel- 
lement qu'ingénieuse ,  et  il  est  presque  impossible 
de  l'éviter  sans  tomber  dans  quelque  cercle  vicieux, 
ou  sans  cesser  de  marcher  du  simple  au  composé. 
Il  est  d'ailleurs  utile  de  montrer  dé  bonne  heure 
aux  élèves  le  parti  qu'on  peut  tirer  d'une  heureuse 
transformation  analytique.  Dans  une  Note  sur  la  li- 
mite de  {  I H —  ) ,  insérée  dans  le  dernier  numéro  du 

Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées , 
M.  Liouville  dénonce  comme  insuffisantes  les  dé- 
monstrations dont  on  fait  ordinairement  usage  pour 
prouver  que  cette  limite  a  pour  valeur  le  nombre 

e  =  I  H 1 H  etc.  J'aime  à  croire  que  cette 

observation  ne  s'étend  pa§  à  la  marche  suivie  par 
M.  Cauchy,  et  que  M.  Liouville,  dans  sa  pen- 
sée du  moins,  a  fait  une  exception  en  faveur  de 
son  illustre  confrère.  Dans  tous  les  cas,  comme 
cette  limite  est  pour  M.  Cauchy  la  base  du  Calcul 
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différentiel 9  je  ne  pais  me  dispenser  de  faire  res- 
sortir en  peu  de  mots  la  rigoureuse  exactitude  de 
sa  méthode.  Il  n'a  pas  à  prouver  que  la  limite  de 

l'expression  f  i  +  -  j  ^st  égale  au  nombre  e,  cette  vé- 
rité est  pour  lui  le  résultat  d'une  définition,  car 
il  appelle  e  cette  limite,  qui,  toujours,  la  même 
quel  que  soitx,  positif  ou  négatif,  entier  ou  fraction- 
naire >  est  une  quantité  finie  plus  grande  que  2  et 
plus  petite  que  3.  La  seule  chose  à  démontrer,  pour 
M.  Cauchy,  c'est  que  le  nombre  e  ainsi  défini  est 

égal  à  la  somme  i  H 1 1 ^-f-etc,  ce  qu'il 

fait  très  rigoureusement  quand,  après  avoir  prouvé 

que  la  série  e*  =  i  H 1 h  etc.  . .  est  conver- 

gente  quel  que  soit  x ,  il  y  fait  x  =  1 . 

Au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  avec  M.  Cau- 
chy, la  cinquième  leçon,  sur  les  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  d'une  seule  variable  et  leurs  dé- 
rivées, est  la  plus  essentielle  de  toutes.  Elle  contient 
réellement  en  germe  le  Calcul  différentiel  et  leCalcul 
intégral  tout  entier,  avec  leurs  plus  importantes  ap- 
plications. Quand  les  élèves  l'auront  bien  comprise, 
rien  ne  pourra  plus  les  arrêter.  Les  démonstrations 
des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  cette  leçon 
me  semblent  ne  laisser  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  simplicité  et  de  la  clarté  ;  elles  demandent  ce- 
pendant à  être  l'objet  d'une  étude  sérieuse,  car  la 
généralité  de  ces  théorèmes  leur  donne  je  ne  sais 
quelle  apparence  d'abstraction  qui  effraie  au  |)yc- 
mier  abord. 
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J'ai  rangé  dans  le  meilleur  ordre  possible  les  ap- 
plications analytiques  du  Calcul  différentiel;  on 
n'étudiera  pas  sans  intérêt  et  sans  fruit  la  leçon  sur 
les  quantités  infiniment  petites ,  et  les  règles  dont 
l'ensemble  constitue  la  méthode  infinitésimale.  Dans 
les  dernières  années  de  sa  vie ,  le  grand  géomètre 
enlevé  trop  tôt  à  la  France,  dont  il  faisait  la  gloire , 
M.  Poisson ,  déclara  la  guerre  à  la  théorie  des  fonc- 
tions telle  que  l'avait  faite  le  génie  de  Lagrange,  et 
s'arma  de  toute  sa  puissance  pour  ramener  le  monde 
savant  à  la  méthode  infinitésimale.  Il  affirma  que 
les  infiniment  petits  ne  sont  pas  seulement  un  moyen 
d'investigation  imaginé  par  les  géomètres,  mais 
qu'ils  ont  une  existence  réelle,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  des  grandeurs  qui  ne  sont  point  nulles,  qui 
même  peuvent  être  doubles,  triples,  quadruples 
d'autres  grandeurs ,  et  sont  cependant  moindres  ac- 
tuellement que  toute  grandeur  donnée.  Quoique 
appuyées  d'une  si  imposante  autorité,  ces  assertions 
furent  vivement  combattues  et  repoussées  :  elles 
n'énonçaient  pas  seulement  un  mystère  dont  la 
raison  aurait  pu  s'effrayer  sans  avoir  le  droit  de  le 
rejeter;  beaucoup  d'esprits  judicieux  y  virent  unç 
évidente  impossibilité.  En  effet,  ou  ces  grandeurs, 
plus  petites  que  toute  grandeur  donnée,  sont  encore 
étendues  et  divisibles,  ou  elles  sont  simples  et  indi- 
visibles :  dans  le  premier  cas  leur  existence  est  une 
chimère,  puisque,  nécessairement  plus  grandes  que 
leur  moitié,  leur  quart,  etc.,  elles  ne  sont  pas 
moindres  actuellement  que  toute  grandeur  donnée  ; 
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dans  ]a  seconde  hypothèse,  elles  ne  seraient  plus  des 
grandeurs  mathématiques,  les  adopter,  ce  serait 
renoncer  à  l'idée  du  continu  divisible  à  l'infini, 
point  de  départ  nécessaire  et  fondement  de  toutes 
les  sciences  mathématiques.  Quelques  applications 
moins  heureuses  de  ces  principes,  dont  le  plus  grand 
inconvénient  était  de  ramener  trop  ouvertement  la 
science  à  son  berceau,  firent  mieux  comprendre 
la  nécessité  des  méthodes  plus  rigoureuses  dont 
MM.  Poinsot  etCauchy  s'étaient  faits  les  défenseurs. 
Pour  ces  géomètres,  un  infiniment  petit  n'est  qu'une 
quantité  variable  ou  indéterminée  qui  a  zéro  pour 
limite,  qui  peut  décroître  indéfiniment  sa,ns  s'arrê- 
ter à  une  valeur  appréciable  ;  une  quantité  qui ,  prise 
isolément,  peut  être  conçue  plus  petite  que  toute 
quantité  donnée.  Il  suffit  de  cette  définition  pour 
mettre  hors  de  doute  les  règles  fondamentales  de  la 
méthodeinfinitésimale.  Convenablement  appliquées, 
ces  règles  ne  peuvent  pas  égarer  ;  si  j'ai  évité  d'en 
faire  usage,  c'est  uniquement  parce  que  leur  em- 
ploi  entraine  nécessairement  des  considérations  pré- 
liminaires assez  délicates,  qui  font  perdre  à  la  mé- 
thode infinitésimale  le  seul  avantage  qu'on  semblait 
ne  pouvoir  pas  lui  disputer,  la  promptitude  avec  la- 
quelle elle  conduit  au  but.  Pour  faire  mieux  com- 
prendre ma  pensée,  je  me  hâte  de  recourir  à  un 
exemple.  Si  l'on  veut  obtenir  par  la  méthode  infini- 
tésimale la  différentielle  de  l'arc  5  d'une  courbe,  il  ne 
suffit  pas  de  remarquer  que  l'accroissement  As  de 
l'arc  étant  sensiblement  égal  à  sa  corde ,  on  a 
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àS 


=  »/.x.+Ar.    ^=\/i+g 


Pour  que  cette  marche  soit  admissible,  il  faut  néces- 
sairement démontrer  avant  tout  que  l'accroissement 
de  l'arc  diffère  de  la  corde  d*une  quantité  infini- 
ment petite  du  second  ordre ,  ou  du  moins  que  le 
rapport  de  l'accroissement  de  l'arc  à  sa  corde  a  pour 
limite  l'unité.  Entravée  par  cette  démonstration  et 
ramenée  aux  proportions  de  la  méthode  que  nous 
avons  adoptée  dans  notre  Traité,  la  méthode  infini- 
tésimale devient,  ce  semble,  rigoureuse,  mais  en  ces- 
sant d'être  expéditive ,  et  l'on  est  forcé  de  convenir 
que ,  très  avantageuse  quand  il  s'agit  de  prévoir  ou 
de  retrouver  les  résultats,  elle  ne  constitue  pas  à 
elle  seule  une  méthode  d'exposition  suffisamment 
exacte  Qt  classique. 

Pour  me  conformer  à  un  usage  reçu  et  distinguer 
l'une  de  l'autre  les  formules  qui  donnent  les  déve- 
loppements de  F  (a:  +  ^  )  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  A ,  et  de  F  {jc)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  JCj  j'ai  appelé  la  première  formule  de 
Taylor,  la  seconde  formule  de  Maclaurin;  mais  en 
réalité  la  gloire  de  ces  deux  formules ,  qu'on  a  voulu 
aussi  attribuer  à  un  autre  géomètre  anglais,  ap- 
partient tout  entière  à  Taylor,  comme  le  recon- 
naissent ouvertement  Maclaurin  et  Stirling  dans 
plusieurs  endroits  de  leurs  ouvrages. 

Après  la  démonstration  si  simple  et  si  ingénieuse 
que  M.  Cauchy  a  donnée  de  ces  deux  formules  fon- 
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damentales  9  je  ne  concevrais  pas  qu'on  pat  recourir 
encore  à  la  méthode  trop  impar&ite  et  trop  inexacte 
des  coefficients  indéterminés ,  qui  suppose  tout  et 
prouve  seulement  que  dans  tous  les  cas  où  les  fonc- 
tions ¥{x)  et  F  (a:  -H  h)  pourront  être  exprimées 
par  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  ou  de  h,  ces  séries 
coïncideront  avec  la  série  de  Maclaurin  ou  avec  la 
série  de  Taylor. 

On  renvoie  ordinairement  au  calcul  intégral  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples,  et  pour  effectuer  cette  décomposition 
on  a  recours  encore  à  la  mauvaise  méthode  des  côef- 
ficients  indéterminés;  M.  Gauchy  a  montré  depuis 
long-temps  que  cette  décomposition  est  une  simple 
extension  de  la  formule  de  Taylor  au  cas  où  la  fonc- 
tion qu'il  s'agit  de  développer,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  jc  —  a,  devient  infinie  pouf  a:  =  a. 

La  douzième  leçon ,  sur  les  formules  de  Moivre , 
sur  la  définition  ou  la  détermination  du  sens  qu'il 
faut  attacher  aux  expressions  x",  A*,  Lx,  sinjtr, 
cos:r ,  dans  le  cas  où  la  variable  x  prend  une  valeur 
imaginaire,  mérite  aussi  beaucoup  d'attention.  Les 
notions  qui  s'y  trouvent  réunies  sont  malheureuse- 
ment fort  peu  répandues,  et  je  regrette  de  n'avoir  pas 
pu  entrer  à  ce  sujet  dans  déplus  grands  détails,  que 
i'on  trouvera  du  reste  dans  l'analyse  algébrique  de 
M.  Cauchy. 

Je  me  félicité  d'avoir  pu,  dans  la  dix-septième 
leçon,  donner  une  démonstration   élémentaire  de 
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cet  admirable  théorème  de  M.  Cauchy,  qui  ra- 
mène la  loi  de  convergence  des  séries  à  la  loi  de 
continuité  des  fonctions  qui  leur  ont  donné  nais- 
sance 9  et  suivant  lequel  une  fonction  quelconque , 
réelle  ou  imaginaire,  d'une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire x^  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x , 
tant  que  le  module  de  cette  variable  conserve  ime 
valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  el 
sa  dérivée  cessent  d'être  finies  et  continues,  c'est-à- 
dire  cessent  de  prendre  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  une  valeur  unique  et  finie ,  croissant  ou  dé^ 
croissant  infiniment  peu  avec  cette  même  variable. 
Ce  beau  théorème ,  en  ramenant  le  développement 
d'une  fonction  quelconque  F(x)  à  celui  de  l'expres- 
sion très  simple ,  fournit,  i  ^  une  démonstration 

très  remarquable  de  la  formule  de  Taylor  ;  a®  une 
expression  nouvelle  du  reste  de  cette  série.  Il  s'étend 
d'ailleurs  avec  une  extrême  facilité  au  cas  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes. 

On  ne  trouve  dans  aucun  ouvrage  élémentaire 
la  démonstration  de  la  belle  série  donnée  par  La- 
grange  pour  le  développement  des  fonctions  impli- 
cites ;  il  faut  même  nécessairement  convenir  que  les 
raisonnements  par  lesquels  on  a  essayé  jusqu'ici  d'é- 
tablir cette  série  laissent  beaucoup  à  désirer;  on 
admettait  sans  preuves  la  possibilité  et  la  forme  de 
ce  développement,  on  prétendait  mettre  son  exis- 
tence hors  de  doute,  indépendamment  de  la  considé- 
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Vation  des  valeurs  attribuées  à  la  variable,  ce  qui  ne 
peut  être,  puisque  la  série  n'est  convergente  qu'entre 
certaines  limites  quelquefois  très  rapprochées.  Il 
m'en  aurait  trop  coûté  de  laisser  dans  l'enseigne- 
ment une  si  grande  lacune  ;  cédant  à  mes  vives  ins- 
tances, M.  Cauchy,  pour  qui  lutter  contre  une  dif- 
ficulté est  déjà  l'avoir  vaincue,  est  heureusement 
parvenu  à  étendre  aux  fonctions  implicites  les  règles 
de  convergence  qu'il  avait  établies  pour  les  fonctions 
explicites ,  et  à  donner  de  la  série  de  Lagrange  une 
démonstration  aussi  neuve  que  rigoureuse,  qui,  je 
n'en  doute  pas ,  sera  bien  accueillie  de  tous  les  géo- 
mètres. L'application  qu'il  a  faite  de  cette  théorie 
nouvelle  à  une  question  importante ,  résolue  avec  de 
grands  efiPorts  par  le  célèbre  Laplace  dans  deux 
longs  Mémoires,  mettra  mieux  en  évidence  ses  im- 
menses avantages. 

On  a  souvent  besoin ,  dans  la  théorie  du  contact 
des  courbes  et  dans  la  solution  de  plusieurs  autres 
questions  d'analyse ,  de  comparer  entre  elles  les  dé- 
rivées de  deux  ou  de  plusieurs  variables  indépendan- 
tes prises  successivement  par  rapport  à  diverses  va- 
riables considérées  comme  indépendantes.  Les  bases 
de  cette  comparaison  manquent  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires,  j'ai  essayé  de  la  rendre  ri- 
goureuse et  facile  à  l'aide  d'une  suite  de  théorèmes 
importants  dont  l'ensemble  forme  la  première  partie 
de  la  dix-neuvième  leçon.  Pour  ne  renvoyer  au  Cal- 
cul intégral  rien  de  ce  qui  appartient  proprement 
au  Calcul  différentiel^  j'ai  pris  soin,  dans  cette  même 


XXX  IKTRODUCTIOW. 

leçon  y  d'établir  les  principes  et  les  formules  qui  ser- 
vent à  Télimination  des  constantes  ou  des  fonctions 
arbitraires  avec  l'aide  d'un  certain  nombre  de  dif- 
férentiations. 

Je  ne  m'étendrai  pas,  dans  cette  Introduction,  sur 
la  seconde  partie  du  Calcul  différentiel  ;  elle  est,  plus 
encore  que  la  première,  l'ouvrage  de  M.  Cauchy  ; 
dans  l'impossibilité  de  mieux  faire,  j'ai  dû  souvent  me 
borner  à  le  copier.  Après  m'être  ainsi  effacé,  j'aurai 
acquis  le  droit  de  dire  que  l'ensemble  de  ces  applica- 
tions géométriques  me  semble  véritablement  un  chef- 
d'œuvre.  Je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  concevoir  plus 
de  précision  et  de  clarté  dans  les  définitions,  plus 
de  simplicité  et  de  rigueur  dans  les  démonstrations , 
plus  d'élégance  et  de  rapidité  dans  les  transforma- 
tions analytiques.  Dans  ce  bel  ensemble,  je  recom- 
manderai  comme   plus  spécialement   dignes  d'at- 
tention,   i^  les  considérations  si  ingénieuses  par 
lesquelles  M.  Cauchy  est  parvenu  à  établir  les  équa- 
tions que  doivent  vérifier  les  coordonnées  des  points 
singuliers  ;  a**  la  recherche  de  la  courbure ,  du  rayon 
de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe 
plane  ou  quelconque;  3^  l'appréciation  du  contact 
des  courbes  ou  des  surfaces  courbes  ;  4^  la  déternfî- 
nation  des  rayons  de  courbure  et  des  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces;  5**  la  recherche  des  équations 
finies  ou  aux  différentielles  partielles ,  des  surfaces 
que  peuvent  engendrer  en  se  mouvant  dans  l'espace 
des  lignes  droites  et  courbes  de  forme  constante  ou 
variable,  soit  que  ces  surfaces  doivent  passer  par 
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une  directrice  déterminée,  soit  qu'elles  doivent  être 
circonscrites  à  une  sur&ce  donnée;  6^  enfin  la  théo- 
rie des  lignes  et  des  surfaces  enveloppes. 

lie  calcul  des  résidus,  création  de  M.  Cauchy, 
est  devenu  entre  ses  mains  un  puissant  instrument 
d'investigations  nouvelles  et  profondes.  Il  en  a  dé- 
duit des  procédés  rapides  pour  la  détermination 
d'un  nombre  immense  d'intégrales  définies  et  des 
méthodes  d'intégration  spécialement  applicables  aux 
équations  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent  dans 
la  solution  des  problèmes  de  physique  mathéma- 
tique. J'ai  cru  dès-lors  rendre  service  aux  géomètres 
en  ajoutant  une  leçon  sur  les  principes  élémentaires 
de  ce  calcul ,  complément  nécessaire  du  Calcul  dif- 
férentiel. Le  calcul  direct  aux  différences  finies  avait 
aussi  naturellement  sa  placedans  ce  premier  volume; 
j'ai  été  heureux  de  trouver  dans  les  manuscrits  de 
M.  Cauchy  tous  les  matériaux  de  la  quarante-cin- 
quième leçon.  On  verra  avec  plaisir  comment 
M.  Cauchy,  après  avoir  ramené  la  recherche  de  la 
différence,  finie  de  l'ordre  n  au  cas  très  simple  où  la 
fonction  donnée  F  (x)  est  égale  à  a*,  déduit  les  deux 
formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies  de  la  considération  des  équations  symboliques. 

Deux  Notes  eiîfin  complètent  ce  volume,  La  pre- 
mière a  pour  objet  les  formules  nouvelles  d'interpo- 
lation de  M.  Cauchy,  qui  sont  peut-être  l'un  de  ses 
plus  beaux  titres  de  gloire ,  et  qui  bientôt ,  je  l'es- 
père, seront  exclusivement  adoptées,  parce  qu'elles 
peuvent  seules  résoudre  le  problème  de  l'interpola- 
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tion  avec  une  approximation  certaine  et  suffisante . 
Je  n'aurais  pas  assez  fait  pour  la  clarté  de  cet  ou- 
vrage si  je  ne  donnais  pas  quelques  explications  au 
sujet  d'un  procédé  d'élimination  employé  presque  à 
chaque  page  et  à  l'aide  duquel  on  échappe  souvent 
à  d'immenses  calculs.  Quand  il  s'agit  de  déduire 
d'un  certain  nombre  d'équations  les  valeurs  d'un 
nombre  égal  d'inconnues,   M.  Cauchy  a  presque 
toujours  soin  de  ramener  ces  équations  à  une  suite 
de  fractions  égales  dont  les  numérateurs ,  toutes  les 
fois  que  la  chose  est  possible,  renferment  la  pre- 
mière puissance  d'une  seule  des  inconnues.  Cette 
transformation  faite,  il  achève  l'élimination  avec  une 
dextérité  admirable,  en  égalant  chacune  de  ces  frac- 
tions multipliée ,  s'il  est  nécessaire ,  par  un  facteur 
convenablement  choisi ,  au  rapport  que  l'on  obtient 
en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs ,  ou  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  numérateurs  par  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  des  dénominateurs.  Le  choix 
des  facteurs  n'est  jamais  entièrement  arbitraire  ni 
par  conséquent  difficile ,  parce  que  les  'équations 
mêmes  de  la  question  indiquent  toujours  ce  qu'ils 
doivent  être.  Pour  mieux  faire  comprendre  cette 
méthode  si  ingénieuse  et  si  féconde ,  reprenons  un 
instant  l'exemple  de  la  page  ^79.  Il  s'agit  de  trouver 
le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  polaires 
du  centre  de  courbure ,  d'une  courbe  plane  quel- 
conque ;  les  trois  inconnues  r^ ,  u^etp  doivent  satis- 
faire à  l'équation  du  cercle  osculateur  et  à  ses  équa- 
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tions  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  : 
ces  trois  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(i)  [r,  8in(a  —  «,)]•  4-  [r,  oos(a  — b,)—  /J*  =  p», 
•    (2)  /r, àn(u  —  «,) du  —  [r,  cos(tt  —  «'i)""'*] ^-^  =  o> 
(3)  r,  sin  (tf  —  «,)  [rd*  u  -f-  3</ii</r] 

— [r,co8(a — «f,) — r](c/»r— /¥&»)=: — (rfr»-4-/*rf«*); 

on  tire  de  la  seconde 

r,cos(tt  —  Ut) — r rjùnÇu  —  k,) 

rdu  dr 

Les  inconnues  r^y  u^  ne  sont  pas  ici  au  premier  degré, 
mais  il  est  Êicile  de  voir  que  dès  qu'on  aura 
Ti  cos  [u  ~  W|)  et  r,  sin(24  —  u^ ,  on  aura  immédiate- 
ment Ti  =  \/r\  cos*  {u  —  W|)  +  rj  sin *  (a  —  W|)  et 
sin(u  —  U|)  ou  cos(ii  —  M|),  et  par  suite  u^.  De 
plus  Féquation  (i)  montre  qu'en  divisant  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  des 
fractions  qui  précèdent  par  la  racine  carrée  dé  la 
somme  des  carrés  des  dénominateurs ,  on  aura  le 

rapport  très  simple  —====== ,  dont  le  numéra- 

^^  ^      V^dr*-hr*du* 

teur  renferme  la  troisième  inconnue  p  au  premier 
degré.  Enfin  si,  ayant  égard  à  l'équation  (3),  et 
après  avoir  multiplié  haut  et  bas  la  première  des  frac- 
tions par  d^r  —  rdu^j  la  seconde  par  rd^u+^dudr, 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs ,  les  inconnues  r^  et  u^  disparaî- 
tront et  l'on  obtiendra  le  rapport 

dr^-^r^du* 


r{drd^u  ^dud*r) -hi^dr*  -h  r*du*)  du  ' 
T.  1,  C 
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qui  servira  immédiatement  au  calcul  des  trois  in- 
connues.  Cet  exemple  suffît  pour  montrer,  dans 
tous  les  cas,  la  marche  à  suivre.  Il  est  bien  choisi, 
car  l'élimination  que  nous  venons  de  £aire  aurait  été» 
trop  pénible  par  d'autres  procédés. 

Les  théorèmes  sur  lesquels  reposent  cette  mé- 
thode d'élimination  de  M.  Cauchy  sont  d'ailleurs 
évidents ,  car  des  équations 


h^V  h"'^  etc. 


on  tire 


b  h  h 

a-^a! -h a"  +  etc.  __  a  __  û'  _ a'' 

,„      a»       a'*      a"*  a* -h a'* -h  a"* -h etc. 


**  ~"  6'»""M«  ^«-|-^'»-f-^"a-f-etc.' 


-h  «"•-+- etc. 


-l-^"*-f-etc. 

En  faisant  ressortir  ce  que  j'ai  trouvé  de  neuf 
et  de  vraiment  admirable  dans  les  travaux  de 
M.  Cauchy,  j'ai  accompli  un  devoir  sacré,  j'ai 
répondu  au  premier  b^oin  de  mon  cœur.  Qu'il 
me  soit  permis  en  finissant  d'exprimer  ma  recon- 
naissance à  quelques  savants  qui  m'ont  été  gran- 
dement utiles  par  leurs  bienveillants  conseils  ou  par 
leurs  écrits  :  à  M.  Lacroix,  le  doyen  de  cette  géné- 
ration de  géomètres  qui  a  conquis  tant  de  gloire  à 
notre  France ,  et  qui,  par  ses  ouvrages  si  répandus. 
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fut  mon  premier  maître;  à  M.  Poinsot,  qui  nous  a 
donné  dans  sa  Statique  un  modèle  incomparable  de 
rédaction  claire  et  précise  que  les  auteurs  de  trai- 
tés classiques  doivent  s'efiforcer  d'imiter  ;  à  M.  Co- 
riolisy  dont  la  modestie  profonde  égale  le  grand 
savoir,  et  qui  a  bien  voulu  me  confier  des  notes  ma- 
nuscrites sur  le  Calcul  différentiel  qu'il  avait  rédi- 
gées pour  l'École  Polytechnique.  Je  dirai  mieux 
dans  l'introduction  au  Calcul  intégral  tout  ce  que 
je  dois  à  MM.  Sturm  et  Liouville ,  qui ,  jeunes  en- 
core,  se  plaçant  au  premier  rang  des  analystes, 
préludèrent,  par  d'élégants  Mémoires  qui  leur  ont 
ouvert  les  portes  de  l'Académie  des  Sciences,  aux 
importants  travaux  par  lesquels  ils  soutiennent  si 
dignement  l'honneur  du  premier  corps  savant  de 
l'Europe. 

Paris,  a5  norembre  1840. 
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PRINCIPES  GÉNÉRAUX   ET  APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 


PREMIERE  LEÇON. 

DéfinitioDS.  —  Des  variables  et  des  fonctions  continaes  ou  diseontiuaes , 
explicites  ou  implicites,  simples  on  composées.  —  Des  limites  des 
fonctions.  —  Dérivée  et  différentielle.  —  Objet  du  Calcul  diflTérentiel. 


1 .  On  nomme  quantité  variable  celle  que  Ton  considère 
comme  devant  recevoir  successivement  plusieurs  valeurs 
différentes  les  unes  des  autres.  On  appelle  au  contraire 
quantité  constante ,  toute  cpiantité  qui  reçoit  une  valeur 
fixe  et  déterminée.  Lorsque  des  grandeurs  variables  sont 
tellement  liées  entre  elles  que  les  valeurs  d'une  ou  de 
quelques-unes  étant  données  on  puisse  en  conclure  toutes 
les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  grandeurs  exprimées 
au  moyen  d'une  ou  de  plusieurs  d'entre  elles  qui  prennent 
le  nom  de  variables  indépendantes;  les  autres  grandeurs, 
exprimées  au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce 
qu'on  appelle  des  fonctions  de  ces  variables. 

2.  Les  fonctions  sont  explicites  et  s'expriment  à  l'aide 
des   notations  jr  =  F(x),   y  =* /(x),    z  =  F(a:,j), 

^  =f{^yjr)'>  ^  =  F(^»  Jj  ^)»  "  =/(^»  Jî  ^)^  quand 
les  valeurs  des  variables  dépendantes  sont  données  immé- 
diatement par  des  équations  résolues  :  elles  sont  impli- 
cites lorsque  les  variables  dépendantes  sont  liées  aux 
T.  I.  I 
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variables  indépendantes  par  des  équations  non  résolues 

n  est  important  de  remarquer  que  si  deux  fonctions 
sont  représentées  par  la  même  caractéristique  F  ou/,  ou 
?»  ou  x^  etc.  5  elles  sont  formées  de  la  même  manière  au 
moyen  des  variables  qu'elles  renferment. 

3.  lies  fonctions  se  divisent ,  i**  en  fonctions  simples  ou 
composées  suivant  qu'elles  résultent  d'une  ou  de  plusieurs 
opérations  effectuées  sur  les  variables;  2*^  en  fonctions 
algébriques  rationnelles  ou  irrationnelles  lorsqu'elles  ré- 
sultent des  cinq  premières  opérations  de  l'algèbre,  et  en 
fonctions  transcendantes. 

4.  Une  fonction  jrz=iF(x)  est  continue  lorsqu'à  cha- 
que valeur  de  la  variable  répond  une  valeur  unique  et 
finie  de  la  fonction,  et  que  de  plus  un  changement 
infiniment  petit  h  =  Ax  dans  la  valeur  de  la  variable 
indépendante,  produisant  dans  la  valeur*  de  la  fonc- 
tion un  chang^nent  Ay  infiniment  peti  t,  la  différence 
Ay  =  F(x+h)  —  F(x)=F(x+Ax)—F(x)esiin&- 
niment  petite.  Si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  rem- 
plie la  fonction  est  discontinue.  On  appelle  ici  infini- 
ment petite  une  quantité  très  petite  qui  a  o  pour  limite, 
qui  peut  décroître  indéfiniment,  sans  s'arrêter  à  une  va- 
leur appréciable,  ou  une  quantité  que  l'on  peut  concevoir 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Les  changements 
ûa:,  Ajr  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  on  les  désigne 
cependant  toujours  sous  le  nom  d'accroissements. 

5.  Lorsqu'une  première  variable  dépend  d'une  ou  de 
plusieurs  quantités  qui  dépendent  elles-mêmes  d'une  ou 
de  plusieurs  autres  variables,  on  dit  que  la  première  va- 
riable est  fonction  de  fonction.  Exemple  :  si  l'on  a 

t  =  F(y},     x=f{x), 
z  sera  une  fonction  de  fonction  de  x. 
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6.  On  appelle  en  général  limite  d'une  fonction ,  la  va- 
leur vers  laquelle  elle  converge  lorsque  la  variable  dont 
elle  dépend  converge  elle-même  vers  une  valeur  déter- 
minée. Cette  limite  peut  se  présenter  d'abord  sous  une 
forme  indéterminée ,  et  pour  la  calculer  il  faut  souvent 
recourir  à  divers  artifices.  Ainsi,  par  exemple,  les  fonctions 

jr  =  (i+x)   -i  y  '='  — ^ se  présentent  pour  a:  =  0 

sous  les  formes  indéterminées  i** ,  | ,  et  acquièrent  ce- 
pendant, pour  la  valeur  o  donnée  à  la  variable,  les  va- 
leurs finies  e  =  2,  71828...^  Le  ^p,  a  étant  la  base 

du  système  de  logarithmes  désignés  par  L,  et  1  représen- 
tant les  logarithmes  pris  dans  le  systè^ie  dont  la  base  se^ 
rait  e  ou  les  logarithmes  népériei^  et  hyperboliques.  La 
considération  de  ces  deux  limites  étant  extrêmement  im- 
portante ,  nous  donnerons  ici  la  preuve  de  leur  existence 
et  le  moyen  de  les  calculer. 

La  variable  x  en  convergeant  vers  o,  ou  plutôt  -  en 

convergeant  vers  Finfini,  peut  admettre  des  valeurs  posi- 
tives entières  ou  fractionnaires ,  ou  des  valeurs  négatives. 
Examinons  d'abord  le  premier  cas. 

Si  -  =  m ,  m  étant  un  nombre  entier ,  on  aura 


X 

I 


(.-|-x)'  =  (,+l)"=,  +  ,+^ 


W— 1    •! 


2      m* 
m  /w— I  w— 2    I 


12         3       iw^ 
ou,  en  efiectuant  la  division , 

(.W=.+K-i)+i3(-=)(';i) 

I.. 
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lorsque  x  est  très  petit  ou  m  très  grand,  tous  les  termes 


I 


du  second  membre  sont  positifs,  la  limite  de  (i+x) 
est  donc  Un  nombre  plus  grand  que  a.  De  plus  le  second 
membre  croîtra  certainement  si ,  après  avoir  négligé  les 

termes  négatifs, , ,—,..,  on  remplace  chacun 

m        tn        iH 

des  dénominateurs  3,49  S***  ^tc. ,  par  un  dénominateur 
plus  petit  1  ^  nous  aurons  donc 

1 
Iiin.(i-f«r<a+T-f7+T4-TV+---ete.  =  3. 

1 

La  limite  de  (  i  +^)*  est  donc  comprise  entre  a  et  3.  On 
la  désigne  par  la  lettre  e,  et  Ton  aura  de  e,  qui  est  une 
quantité  incommensurable ,  une  valeur  très  approchée  en 
donnant  k  m  une  très  grande  valeur;  en  supposant,  par 
exemple,  m  =  i  ooo  ooo,  on  trouve ,  à  un  cent-millième 
près,  e  =  2,71828. 

Si  -  est  un  nombre  fractionnaire ,  il  sera  compris  entre 

deux  nombres  entiers  consécutif  m  et  n  =  m  4- 1 ,  et 
Ton  aura 

•  n 

I 

L'expression  (  i  +  x)*  sera  donc  évidemment  renfermée 
entre  les  deux  suivantes  : 

-i)=[(-i)"r   • 
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Quand  x  décroit  indéfiniment,  ou  quand  metn  croissent 
à  Fiàfini,  les  deux  quantités  f  i  H — j  ,  f  iH —  J  conver- 
gent Tune  et  Fautre  vers  la  limite  e,  tandis  que  les  expo- 

MM  m 

sants  I  -h- -,  I  -^1 — approchentindéfinimentde  la  limite  i; 

1  1 

il  en  résulteque  les  deux  expressions  f  iH — j  j(»H — j^ 

I 

et  par  suite  l'expression  intermédiaire  (  i  +  x)'  conver- 
gent encore  vers  la  limite  e. 

Enfin  si  x  devient  négatif,  i  +x  sera  plus  petit  que 

I ,  l'on  pourra  poser  i  -|-  a:  =  ,  a  étant  une  quan- 

tité positive  qui  converge  elle-même  vers  zéro,  et  Ton 
trouvera 

'I  i4-*     r  i-j(i-f-«) 

puis  en  passant  à  la  limite ,  lim.  (  i  +  x)'  =  e. 

Considérons  maintenant  Fexpression  — ^ = . 

^    Ona 

L[(.+,)^]=H;±i', 

donc 

lin,.  Hl±f)  =  Bm.  LL  (  I  +*f  \=he, 

OU,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

X  la 
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et  par  suite 

X  le 

ê 

On  trouvera  aussi  cpie  le  rapport a  pour  limite  Tu- 

ni  té,  lorsqu'on  fait  converger  x  vers  la  limite  o.  En  effet, 
sin  X  est  plus  petit  que  Tare  x  ;  Tare  à  son  tour  est  plus 
petit  que  tangx  puisque  le  triangle  formé  par  la  tan- 
gente, la  sécante  et  le  rayon  R,  et  qui  a  pour  mesure 
4-R  tang  X,  est  plus  grand  que  le  secteur  correspondant 
{Rx. 

On  a  donc 

sinor      .  a:  sinx  ^    sinx 

<:^-=ri,     > =  cosx. 

XX  X         tangx 

• 

Or  coso:  à  la  limite  est  égal  à  i ,  donc  le  rapport 

X 

toujours  compris  entre  deux  quantités  qui,  à  la  limite, 
sont  toutes  deux  égales  à  Funité,  aura  lui-même  Tunité 

pour  limite,  et  nous  aurons  lim. =  i. 

.  Ar      F(xH-Aj?)— F(x)  ,  , 

7.  Le  rapport  -^  =^-i ^ i— '  se  présente  quand 

on  fait  x  =  o  sous  la  forme  indéterminée  -  et  acquiert 

néanmoins  en  réalité  une  valeur  finie ,  qui  est  en  général 
une  fonction  nouvelle  de  x,  et  exprime  la  tangente  tri- 
gonométricpe  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  x  la  tan- 
gente à  la  courbe  j^=F( x),  au  point  x^y.  Cette  fonc- 
tion nouvelle ,  limite  du  rapport  'de  Taccroissement  de  la 
fonction  à  Taccroissement  de  la  variable  indépendante, 
prend  le  nom  de  dériuce  et  se  désigne  par  Tune  desnota- 

j       ry/    \       V       AT       1-       F(x-hAx) — F(x) 
tions  Y  ou  t^(x)  =  lim.  -^  =  lim.  — ^ — ^ ^—^. 

^  ^     ^  iiX  AX 

8.  Puisque  le  rapport-^  a  pour  limite  J*^{x\  il  faut 

£mX 

qu'il  diflSre  de  F'(a:)  d'une  quantité  e  qui  s'évanouisse 
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avec  ikXj  on  aura  donc 

et  par  suite 

Le  premier  terme  de  Taccroissement  ùky  ou  le  produit  de 
la  dérivée  j/  par  Taccroissement  Ar  de  la  variable  indé- 
pendante, s'appelle  la  différentielle  de  la  fonction  j^  et  se 
désigne  par  la  notation  dy^  de  sorte  que  Ton  a  identi- 
quement 

dy  z=iy^x  =  F'{x)aj?,      ou  même      dy  =  ydx  =:  F'(x)da:, 

parce  qu'il  suit  des  définitions  données,  que  la  différen- 
tielle dx  de  la  variable  indépendante  est  égale  à  son  ac- 
croissement. 

La  différentielle  sera  d'ailleurs,  en  général,  une  quan- 
tité finie  ou  infiniment  petite,  suivant  que  l'accroisse- 
ipient  ûx  =  dx  sera  lui-même  fini  ou  infiniment  petit. 
Quand  Aj:  est  infiniment  petit,  e  dok  l'être  aussi,  puiscpe 

le  rapport  —  doit  alors  diflîérer  infiniment  peu  de  sa  li- 

mitej^;  on  peut  donc,  dans  l'équation  —  =y'  +  e,  né- 
gliger e  par  rapport  à  la  quantité  finie  j^,  ce  qui  donne 
Ay=jr'Ax=  djj  d'où  l'on  conclut  que  la  différentielle, 
lorsqu'elle  est  infiniment  petite,  est  sensiblement  égale  à 
l'accroissement  de  la  fonction  et  réciproquement. 

9.  La  recherche  des  dérivée/  et  des  différentielles  des 
fonctions  simples  et  composées ,  Inapplication  des  proprié- 
tés de  ces  différentielles  et  de  ces  dérivées  à  diverses  ques- 
tions d'analyse  et  de  géométrie,  forment  Tobjet  du  calcul 
différentiel. 
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Calcul  des  dérlTéet  et  des  différentielie«  des  fonctions  simples. 


10.  La  dérÎTée  et  la  différentielle  dWe  quantité  ccms- 
tante  sont  nécessairement  nulles. 
On  trouvera 

Ar       tix 
i".  Pour      r=:tf-*-jc. , .  -^  =  —  =  I , , . . 

AJ?       Ajr 

donc     ]iin.  —  =:  y  =:  i ,     djr  '=.y'dx  =  dx\ 

AX 

«   «  Ar  Aar 

a®.  Pour      r=:a— 47. .  .-^  =— — =— i . . . 

AX  AX 

/=— I,     dy=ydx=—dx\ 

Ay       tf  Ax 
3®.  Pour      r=:flx...-^  = =  «... 

AX  AX 


4^                   <i        Ar      x+Ax      X                   a 
".Pour      r=-«..  — ^= =-"; — \ t"--- 

X  AX  AX  (X+AX)X 

a  odx 

y  =— -,<r=r'^= — 3-5 

x^  x^ 

/ 

-    «                             Ar       (x-+-Axy— X* 
5r  Ponr     j^=:x-...  — =  i— î- — '- 

AX  AX 


=S[(-<-?)--]' 
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posons 

—  =  -,      (!+-)•— I=C, 

a  et  6  seront  deux  quantités  qui  décroîtront  indéfiniment 
avec  Ax,  et  nous  aurons 

-^  =  a:*"-»  -  ; 

Péquation     (i+a)*  —  i  =  6     donne 

(i+.)-=i+C,    l(i+C)  =  d(i+«); 

or  les  deux  expressions  -^ — - — -  et  -^— ^ — -  convergeant 
toutes  deux  vers  la  limite  i ,  nous  pouvons  poser 

y  et  d  étant  encore  des  quantités  qui  convergent  vers  la 
limite  o;  ces  deux  équations  jointes  à  celle  qui  précède, 
donneront 


-  =  fl  — ; — ,     hm.  -  =  tf • 


et  par  suite 


Hm  -^  =  7'  =  ««•-«,     df  '=Ly'dx  =  aaf^^dx\ 
A«r 

de  sorte  que  dans  tous  les  cas ,  pour  avoir  la  dérivée  d'une 
puissance  de  x ,  il  faut  la  multiplier  par  son  exposant  et 
diminuer  ensuite  cet  exposant  d'une  unité  ; 

&».  Pour     r=fl',  —  =  - ^  =  — («^— 1), 

posons  a^ —  i  =  àc,     d'où     ùkx  =  L  (i  +  a),    nous 
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aurons 

Ar_    -       **         _       ^ 

Ax  L(iH-it)'""L(i+it)' 

if 

et 

A  r  a*  ^ 

Ao?       -^         Le?  »        y       y  , 

si  a  =  e ,  j^=  e',  on  aura  j^  =  £?*,  Jy  =  e* Jx  ;  la  déri- 
vée de  e*  est  cette  même  exponentielle  \ 

7».  Pour  r=Lx,  Ar:^t,(x-t-/u)-.Lx^H"^^J 
posons 


—  =  « ,     d*où     Ax  =  flCJ?, 

X 


il  vient 


Ax        X         «I  Ax  X        xla 

si        fl  =  e,     j=lx,     on  aura    j'=-,     <fy  =  — ; 

X  X 

o^  «                 .         Ay       sinfxH-Ax)— sinx 
8».  Pour  r=«n*,  £  =  --^-^ . 

en  posant 

x  +  Ar  =  a+&,     x  =  a  — ^, 

d'où 

.   Ax       ,       Ax 
a  =  x  +  — ,     *  =  — , 

sin(x+ûx)— sinx=sin(ei4-^)— sin(^— 6)  =  2sin6cos^ 

.    ûx       /          Ax  \ 
=  2  sin  —  cosf  xH j, 
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il  vient 


sm — 

— 1-=: cos 

ûiX  ùx 


2 

cf/ =:  oos^dbff  =  nn  (  xH —  )^; 
9®.  Pourj^:=cosx,      -=^  =  — ^ ^ , 


/ 


et  par  une  transformation  semblable  à  celle  qui  précède, 


.    ^x 
sm — 


Ar  ^  '  f    X  ^^\ 

.jL:=:  -^ sm(«H ), 

Um.  —  =  y=z  —  sinx=:  cosf  a?  +  -  J, 
djr  =  —  sin xeir  =  cos  [  «  +  -  )  dx^ 


lo®.  Pour    ^=:arcsinx. 


X  =  sinj^,    cosj^  =:  V^i— «■ ,   Aap=: sm(j^ H-  A/)  —  sin /, 

Aj:z=:2sm^co8(r+— \  ^=— ^  X 7-^ 7, 

sm-^       cos(^r  +  fj 

lim.  — =1^=— = — =^=,  dr  "zn ; 

Aop  cosr       l/i—x»  i/^i  — «• 

II®.    Pour  j^sarccosxy   «=:cosj^,  sm^=l/i— x», 

^x=oos(7H- Af)  —  cos7=  — 2sin---sinf  7-H — ^  j, 
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AT 

^ 2  1 


sin 


•  AT     '  f   t  ^yy 


dx 


Remarque.  Si  Ton  ajoute  les  différentielles  des  deux 
fonctions  arcsinx,  arccosx,  on  trouvera  o,  ce  qui  doit 
être,  puisque  la  somme  de  ces  deux  arcs  est  évidemment 
égale  à  ime  quantité  constante  dont  la  différentielle  est 
nécessairement  nulle. 
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TROISIEME  LEÇON. 


DérÎTées  et  difféi^tielles  des  fonctions  de  fonctions,  des  fonctions 

composées  et  des  fonctions  implicites. 


il.  Supposons  qUe  z  soit  une  fonction  de  fonction  de 
ar,  dëtenmnée  par  les  équations  z  ==  F(/),  y  =^(0:)  ; 
en  donnant  à  x  un  accroissement  Ax,  ^  et  z  prendront 
des  accroissements  ùky^  Az ,  et  Ton  aura 

^x  ùx  ùf  Ax* 

à  la  limite ,  le  premier  facteur  -^ J^)"^  yJ  devient 

évidemment  la  dérivée  de  z ,  prise  par  rapport  ky,  comme 
si  y  étai^  variable  indépendante  ;  désignons  cette  dérivée 
par  z'jj  nous  désignerons  par  z'j^  la  dérivée  de  z  prise 

par  rapport  à  x,  ou  la  limite  du  rapport  —  ;  le  deuxième 

ox 

facteur  -~-  a  pour  limite  la  dérivée  y^  ou  y  de  j*  prise 
par  rapport  à  x\  nous  avons  donc  en  dernier  résultat 

Ainsi  la  dérivée  d^ime  fonction  de  fonction ,  est  égale 
au  produit  de  deux  dérivées.  Tune  z%  prise  par  rapport 
ky^  comme  si  y  était  variable  indépendante,  et  Fautrey, 
prise  par  rapport  à  x.  En  désignant  par  d^z^  à^z^  d^y  les 
différentielles  de  z  prises  par  rapport  à  x  et  à  y  et  de  j^ 
prise  par  rapport  à  x ,  on  aura ,  n^  8 ,  en  vertu  des  défi- 


) 
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nitions  admises, 

d^zzzizfgdx^     dyZ'=zzfydxj    d^y -=1  y\dx -m y dx ^ 

I  et  par  suite 

d^t dyZ  d^       ^dx—i^   ^iLdx 

dx        dy*  dx  ^     dx  dy*  dx 

On  est  convenu  de  supprimer  les  indices  x,  j^  et  d'écrire 
simplement 

dz       dz    dy     dz    ,         dz  dy  , 

;~ ^  .Jl         ^  ^^ Z-  ^ 

dx       dy*  dx^   dx  dy  dx       ' 

* 
en  laissant  aux  dénominateurs  dx^  dy^  désormais  insé- 
parables des  numérateurs,  à  désigner  que  les  dérivées  sont 
prises  tantôt  par  rapport  à  y ,  tantôt  par  rapport  à  x. 

'         dz  '  ,  , 

Ainsi  —  n'est  pas  proprement  une  fraction  ;  mais  un  sym- 

4  bole,  une  notation  qui  indique  la  dérivée  de  z  prise  par 

I  rapport  ky.  On  écrit  cependant  30uyent  ^^  =  3"  ^  ^» 

^  au  lieu  de  -r-  dx  =  ---.—-  dx ,    parce  crue  le   second 

dx  dy    dx  *  * 

membre  indique  suffisamment  par  sa  forme  que*  la  diffé- 
rentielle du  i^'  est  prise  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  avait    m  =  F  (z) ,     z  =/(/) ,    jr=(f  (x), 
I  on  aurait  de  même 


I 


A«  _  F  (g  +  Ag)—  F(z)  ^  f(y+^r)—/(y)  Hy 

àx  *     *  Att  *  ^y  àx* 

Les  trois  facteurs  du  2^  membre  ont  respectivement  pour 
limites  les  dérivées  u',,  z'^,  y,  de  u  par  rapport  à  z,  de 
z  par  rapport  k  j'y  àe  y  par  rapport  k  X'^  on  aura  donc 
u^^=^u^.z^j.yjcy  et  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonc- 
tions est  toujours  égale  au  produit  des  dérivées  de  toutes 
les  variables  prises  chacune  par  rapport  à  celle  qui  la  suit 


* 
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OU  dont  elle  dépend  immédiatement,  comme  si  elle  était 
variable  indépendante.  En  admettant  les  notations  précé- 
dentes ,  on  aura 

dgU      d^u  dyZ  dxX 
dx        dz*  dy'  dx  ^ 

que  Ton  écrit  simplement 

du      du  dz  dy        ,         dudz  djr  , 

z=z •       du  = ; r-  dx. 

dx      dz  dy  dx  dz  dy  tlx 

Applications,  i«.      2  =  7,     «'  =  j',     dz  =  dy. 
a».  z  =za  ±j^, 

r  étant  une  fonction  de  JC ,  on  aura 

dx  dx 

une  consUnte  ajoutée  à  une  fonction  ne  change  rien  à  sa 
dérivée  ou  à  sa  diflérentielle ,  et  par  conséquent  deux  fonc- 
tions qui  ne  diflerent  que  d'une  quantité  constante  ont 
la  même  différentielle  et  la  même  dérivée. 

dz        dy      ,  dy  , 

^•-         ^  =  ^-^^  5^=^^'  dz  =  a-dx  =  ady. 

On  difléretitie  sans  avoir  égard  à  la  consUnte  qui  reste 
simplement  en  facteur. 

^  y     dx  y*      dx  y^ 

dz='-  —  —  dx  =  —  ^y 
y*dx  y^ 


dz  _dy  ^_, 


«— i*^' 


7 


dz  =  ay'''^^dx=zay^^'dy'. 
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La  différentielle  d'un  radical  du  second  degré  est  donc 
toujours  égale  à  la  différentielle  delà  quantité  sous  le  radi- 
cal divisée  par  le  double  du  radical. 

'  dx  dx 

dz         \  dr      ,  ^    ^y  j  ^    j 

8«.  2  =  Lr,    —z^-^-j-,  dzzrz-^-fdx^-r-dy, 
-^^    dx     y\adx  yladx  y\a 

dz  dr      .  dy  .  . 

9.«2  =  sinj,  —  =cos^^,   dz^zQMy-^dxzziCMydy'j 

lo».  z  =  cos/,  2^=  — sin^^,rfz=— sin/^<te=---sînr^j; 

■        ■ 

dz              ^         dy      ,            'dy 
II».  z=arc8mj^,  -7-  =  —^-      ■  -zr^  dz=i   — 


dx      |/| Y*dx  \/i y^ 

dz  ,         i        dy  dy 

12**.  z=:arccosr,  ^-  = .       -  -t-.  dz=z -. 

dx  \/yZI^*dx*  y/i— j» 

La  règle  générale  est  donc  de  différentier  comme  s\j 

dy 
était  variable  indépendante,   puis  de  substituer  à-^ou 

à  dy ,  leur  Valeur  en  x  tirée  de  l'équation  j^  z=if(x). 

12.  On  calcule  avec  non  moins  de  facilité  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  composées. 

i*'.  Pour  li  =  z  ±j^,  on  trouve 

Aa       Az_.  AT      ,      du  j^         dy^^dz      ,  ,    _i_  . 

^x      ù^x      ^x  dx     ''  dx      dx 

La  dérivée  ou  la  différentielle  de  la  somme  ou  de  la 
différence  de  deux  fonctions  est  égale  à  la  somme  ou  à 
la  différence  des  dérivées  ou  des  différentielles  de  ces 
fonctions. 
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a®.  Pour  u-=zy^ 

AX -^ "=^"i^  +  -^^  +  é^' 

i;«.    ^^         ,       du         dy  dz 

Plus  génëralement  sî  tv  =  t^it^y... ,  on  trouvera 

^ dw 

'di:~  "^r—  *^  +  «'«r... tt'  +  par... 2'  4. poz.../  +  etc. ; 

dw  =  uzx,..dp +  t>zx... du +  my...dz  +  çttz...dx  + etc.  ; 

c'est-à-dire,  cpie  pour  avoir  la  dérivée  ou  la  différen- 
tielle d'un  produit,  il  faut  dans  ce  produit  remplacer 
tour  à  tour  chaque  facteur  par  sa  dérivée  ou  sa  différen- 
tielle et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

On  peut  arriver  d'une  autre  manière  à  cette  conclusion. 
En  effet,  l'équation  w  =  i^uzj...  donne 

iP^  =  ç»uHy*.. . ,     1«^  =  1^«  +  la»  +  b»  + 1^.  +  et^  . 

en  différentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  iden- 
tique, on  trouve 

d(v       dp       du   ^   dz        dr 

dw  =  uzx...dp+pzx...du  +  pujr...dz  +  çuz..,dx  +  etc. 

Nota.  Nous  avons  élevé  au  carré  pour  éviter  les  loga- 
rithmes imaginaires,  dans  le  cas  où  les  quantités  f',  m, 
Zj  jr...  seraient  négatives. 


Exemples  :  2  =a:Lr,      z  =  afe'^*. 


30.  Pour  u=t,  ^=('-±^^'^±^ 


AX  AJ? 


im.^  =  «'  =  ^=-?:?j:^^,  ^,^ydz-zdy 

&X  dx  V»  *^a  • 


X0^ 
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La  dilTërenlielle  d'une  fraction  est  donc  égale  au  déno- 
minateur multiplié  par  la. différentielle  du  numérateur, 
moins  le  numérateur  multiplié  par  la  différentielle  du 
dénominateur,  le  tout  divisé  par  le  carré  du  dénominateur. 
On  pourrait  arriver  au  même  théorème  de  la  manière 
suivante  : 


z 


L'équation  li  =  -   donne 

1  1         1   .     ^«       ^2       ^      ,         rdz'^tdr 

"^      «      *      r  r' 

4**.  Pour  u=j'j 

\u=z\x,  —  =  z^+dz\y,    du=y*-^[zdx+jr\ydz]. 

J 

15.  On  peut  déduire  de  l'examen  de  ces  divers  cas 
particuliers  la  règle  générale  suivante  :  pour  différentier 
une  fonction  composée  quelconque,  il  suffit  de  différen- 
tier tour  à  tour  par  rapport  à  chactme  des  fonctions  dont 
elle  est  formée,  comme  si  les  autres  étaient  constantes, 
et  de  faire  la  somme  des  quantités  ainsi  obtenues.  En 
vertu  de  cette  règle ,  les  équations 

donnent  bien 

dv  z=jrzdu -|-  ujrdz'^  uzdy ,      du  =  y^'  (zdy  -^yXydz^y 

du  =  x»(  I  +  Lr)  dx. 

sin  X  cosx  sin*x 

Applicat.  y  =  V^x^.^^,    dy  = --dx  + -^^dx , 

djc 

COS'J? 

CCS  ar      -  sin  X  ,         cos*  x 

X=:cotx  =  -; ,  rfy=  — -: ^—    .  ^     , 

sm  X  un  X  sm'x 

dx 
dy=:  — -r— -  =  — (i  '•hcoi*x)dxi 
sm*x  ^  ^ 


TRoisiàncE  LEçoif.  19 

sin  y      ,  dv 

dx 
dy  -zndx  COS*^  =: 


dx 

y  •=.  arc  cot  X,    dy  -rr.'^dx sin*jr  =  — 


i+j?* 


Si  Ton  a  plus  généralement  a  :^  F(/,  ^) ,  j^  et  r  étant 
deux  fonctions  quelconques  de  x,  d'après  la  règle  ci-dessus 
énoncée ,  la  différentielle  du  se  composera  de  deux  par- 
ties; l'une  sera  la  différentielle  de  F(^,  z)  prise  par  rap- 
port à  y  comme  si  z  était  constant ,  différentieUe  que 
Ton  peut  et  que   Ton    doit  désigner  par   la   notation 

—  .  '  ■  •  -r-  dx^  ou  simplement  -7- rfr;  l'autre  sera  la  diffé- 

dy       dx  ^  dy  -^  ^ 

du 
rentielle  -^  dz  de  F  (y  ^  z)  prise  par  rapport  à  z  comme 
dz 

1  »  du    .         du 

si  y  était  constant  ;  on  aura  donc  du  :=  ^  dj  -^ -=-  dz  i 

or  cette  équation,  qui  est  d'une  très  grande  importance 
dans  la  recherche  des  différentielles ,  peut  se  démontrer 
facilement  comme  il  suit.  En  effet ,  donnons  à  j:  un  ac- 
croissement Ajc,  j^,  z^  u  prendront  des  accroissements 
A^ ,  Az ,  Au ,  et  nous  aurons 

Atf_F(j+A/,  Z+AZ)— F(j,  g)_F(j+Ar,  g)— F(7,  z)  Ajr 
Aor  Ax  ù,y  ax 

F(r  +  Aj^,   z  + Az)  — F(j-f-A7,  z)  A« 

Az  ^x* 

En  passant  à  la   limite,  le  i**"  membre  devient  -j-  \   le 

€IX 

i^^  terme  du  2* membre  est  —  .  y-  ou  le  produit  de—  par 

la  dérivée  de  F(j^,  z)=:u  prise  par  rapport  ky^  comme  si 
y  était  seul  variable,  et  z  constant.  Pour  mieux  connaître 

2. . 
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ce  que  sera  à  la  limite  le  second  facteur,  faisous  d'abord 
Ay=o,  il  devient 

et  si  Ton  y  fait  de  plus  A^  =  o,  on  voit  évidemment  que 

ce  terme  à  la  limite  est  bien  le  produit  de  -j-  par  la  déri- 

vée  de  F(^,  z)  prise  par  rapport  à  z^  comme  si  z  était 
seul  variable,  et  y  constant.  Nous  avons  donc  réelle-^ 
ment 

du       du  dy   ,   du  dz  ,  du    ,     ,    du   , 

-7-  =  —-  ~  +  -7-  -j-   €'  ""  =T-Hr+-r-«*- 
dx       dy  dx       dz  dx  ^X  ^ 

Si  l'on  avait  w  =  F(j^,  js,  a,  f^,.")»  ^^  trouverait  de  la 
riième  manière 

a«»  =  -p-ay+  -T-"*+-T- «'*+-;-»•'  +  etc. , 
dy  dz  du  dp 

et  la  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour  la  dif- 
férentiation  des  fonctions  composées,  se  trouve  rigou^ 
reusement  démontrée^  c'estrà-dire  que  pour  obtenir  la 
différentielle  d'une  fonction  composée ,  il  suffit  de  diffé- 
rentier  tour  à  tour  par  rapport  à  chacune  des  fonction^ 
composantes,   et  de   faire  la  somme  des  différentielles 

ainsi  obtenues.  Ces  différentielles  -rdr^   -r-àz^  -=-  du. 

dy   "^      dz  du 

—  /il',  s'appellent  les  différentielles  partielles  de  la  fonc- 
tion F(j^,  j2,  m,  ï',...). 

Exemple  ;  si  u = F  (sin  x ,  cos  x) ,  en  posant  sin  x  =  j"» 
cos  jc  =  r ,  on  aura 

du  du 

du  =:-r-  cos  xdx  —  -r-  mïxdxi 
dy  dz 

et  si  ^     a  =  cos*jrH-sin*x, 

du  ==  — 2cosxsinx<£2>t-  2  sin  x  cos  â;iir=  o. 

ce  qui  doit  être  puisque  cos*  x  +  sin* jc  =  i . 


^ 
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14.  D  reste  à  déterminer  les  dérivées  et  les  différen- 
tielles des  fonctions  implicites. 

On  a  déjà  vu  que  si  deux  fonctions  de  x  ^  y  et  z 
sont  identiquement  égales,  c'est-à-dire  ofirent  toujours 
la  même  valeur,  quel  que  soit  a:,  Téquation  jr=z  en- 
traîne les  suivantes 

les  dérivées  et  les  différentielles  de  ces  fonctions  seront 
donc  aussi  toujours  égales.  De  plus,  si  ime  fonction  de  x 
est  nulle  identiquement,  c'est-à-dire  quel  que  soit  a:,  sa 
dérivée  et  sa  différentielle  seront  encore  identiquement 
nulles.  En  effet,  Téquation  identique  j^=:F(a:)=o, 
donne 

r  +  Ar  =  F(*  +  ^)— F(x)=o,  Ar  =  o,  ^  =  0, 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  implicite  quelconque, 
donnée  par  l'équation  u  =  F(x^  y)  =  o.  Si  dans  cette 
équation  l'on  substituait  à  j^  la  valeur j^  =f{x)  qu'on  en 
retirerait  en  la  résolvant,  l'équation,  résultant  de  la  substi- 
tution, F[j:,  y(x)]=o,  serait  identiquementnulle  ou  serait 
vérifiée  quelle  que  fût  j:,  sa  différentielle  et  sa  dérivée  se- 
raient par  conséquent  nulles  aussi-.  Si  donc ,  en  considé- 
rant y  comme  tenant  la  place  de  sa  valeur  en  jr ,  on 
différentie  Téquation  F(a:,  j^)  =  o,  il  faudra  égaler 
cette  différentielle  à  o;  or  l'équation  F(ar,  j")  =  o  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  l'équation  w  =  F  (j^,  z) ,  celui 
où  11=  o,  j-  =f(x) ,  z  =  ar;  sa  différentielle  sera  donc 

du    ,        du   .  ''^  j      ,    ^«  j 

— -  «£r  +  -r-  a>' ,  et  nous  aurons  ^-  dx  +  -7-  «J  =  o , 

dx  df    -^  ^  dx  dy 


1 
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d'où 

du  du 

djr dx  ^  ^ 

dx  du*  du 

D  est  donc  facile  dans  tous  les  cas ,  sans  résoudre  Tëqua- 
tîon  F(Xjjr)  =  Oy  d'obtenir  la  dérivée  ~- ,  ou  la  diffé- 
rentielle djr  \  il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  dérivées  du 
i^*"  membre  tour  k  tour,  comme  si  x  et  y  étaient  variablM 
indépendantes  ;  le  quotient  de  ces  dérivées  pris  en  signe 

dy 
contraire  donnera  la  dérivée^*,  en   le  multipliant  par 

dx  on  aura  la  différentielle  dy. 

i^^  Exemple  : 

_         ,      _  du        ^  \^  du        ^  ^ 

jr^^x^—3axx=o;    —  =  3x»— .3«r,      —  =  3r»_3ax; 

donc 

djr  a^'^ay       ay'^x^ 

dx  y^'^^ax      j^*— ax* 

a*  Exemple  : 

du  ^  du  , 

y* — x/=0,       57=/**/ — y^^^^y      —  =ar/'-« —  jr^lx; 

donc 

dy  ^jrx^"' — X'^y  _7* — xyly 
dx      jr^~*— xJ'lx       x^'—'Xylx' 

Nota.  Dans  les  équations  qui  précèdent,  aux  notations 

-r- ,  -r-...^  on  substitue  souvent  les  notations  équivalentes 
dx    dy  * 

rfF    dj 

fix  ^  dy"    ' 
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Des  dérivées  el  différentioUes  Buccessives.  —  Changement  de  lu  variable 
indépendante.  —  DiflTérentielles  des  fonctions  imaginaires. 


15.  La  dérivée  F (ar)  d'une  fonction  quelconque  F(x) 
étant  généralement  une  nouvelle  fonction  de  x ,  elle  aura 
aussi  sa  dérivée  et  sa  différentielle ,  et  Ton  conçoit  que 
d'une  fonction  donnée  F(x)  on  pourra  déduire  en  géné- 
ral une  suite  de  fonctions  nouvelles,  dont  chacune  sera 
la  dérivée  de  la  précédente.  Ces  fonctions  nouvelles  sont 
ce  qu'on  nomme  les  dérivées  des  divers  ordres  de  y  ou 
F(a:),  et  on  les  indique  à  l'aide  des  notations 

/',/',/" r^-'^  r("^ 

ou 

Ainsi  j''  ou  F '(a:)  sera  la  dérivée  du  premier  ordre  de  la 
fonction  proposée  y  =  F(x)  \  y'ovLF"(x)  sera  la  dérivée  du 
second  ordre  dej>'  et  en  même  temps  la  dérivée  du  premier 
ordre  àey. , .  Enfin  y  ^"^  ouF^"^  (x)  (n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque)  sera  la  dérivée  de  l'ordre  «  de  j^  et  en 
même  temps  la  dérivée  du  premier  ordre  de  j^^''""*^  etc. 

16.  Comme  la  différentielle  ffy  '=^  ydx^  d'une  fonc- 
tion de  la  variable  x  est  une  autre  fonction  de  cette  va- 
riable, on  pourra  la  différencier  plusieurs  fois  de  suite, 
et  l'on  obtiendra  de  cette  manière  les  différentieUes  des 
divers  ordres  de  la  fonction  j-.  IL  semble  qu'il  faudrait  les 
désigner  par  les  notations  (Ldy^  d.d.dy,.,  d.d,d.d,dy\ 
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mais  on  est  convenu,  pour  abréger,  de  les  écrire  de  la 
manière  suivante 

Il  existe  entre  les  dérivées  et  les  diflférentielles  successives 
des  relations  remarquables  qui  peuvent  cependant  être 
regardées  comme  le  résultat  de  certaines  conventions. 

Pour  calculer  rf'y,  il  faut  différentier  l'expression 
cfy  =:ydx  5  or  dans  cette  expression  on  regarde  le  facteur 
dxy  qui  est  Faccroissement  arbitraire  ÙJC  attribué  à  la 
variable  x  dans  la  première  difTérentiation ,  comme  in- 
dépendant de  cette  variable,  et  il  Test  en  effet,  comme 
ne  variant  pas  avec  elle  :  y'dx  =  F'  (x)dx  est  donc  un 
produit  dans  lequel  le  facteur  dx  est  constant,  et  dont  on 
obtiendra  la  dérivée  en  donnant  à  x  un  nouvel  accrois- 
sement Ax ,  et  prenant  la  limite  de  la  quantité 

limite  qui  est  évidemment  égale  kj'cbc  :  telle  est  donc  la 
dérivée  de  dy^  et  si  l'on  convient  de  prendre  le  second 
accroissement  Ar  égal  au  premier  dx^  la  différentielle 
de  dy  seraydir',  et  l'on  aura 

En  procédant  delà  même  manière,  on  aura  successive- 
ment 

(fiy = d  .fdx^ = dx'dy"z=ifd3^,d'^y  =f"dx^ . .  .dTy  =/'»)d:r». 

La  différentielle  de  l'ordre  quelconque  n  est  donc  égale 
à  la  dérivée  de  l'ordre  n  multipliée  par  la  puissance  n'*"^, 
ite",  de  l'accroissement  arbitraire  attribué  à  la  variable  a:, 
et  réciproquement  la  dérivée  de  l'ordre  »,  /^"^  est  le  coef- 
ficient par  lequel  il  faut  multiplier  la  /i**"**   puissance 
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daf"  de  dx  =  Ar ,  pour  obtenir  la  différentielle  de  Tor- 
dre». C'est  pour  cette  raison  quej^^"^  est  quelquefois  ap- 
pelé le  coefficient  différentiel  de  Tordre  n. 

Appliquons  ces  principes  généraux  d'abord  aux  fonc- 
tions simples  : 

!**•    r  =  «H-^i  /  =  I»  f=^y  /'  =  o...7(")  =  o, 

2«.    jr  =  û— X,  ^=—  I,  /'  =  o,  y=o.../C«)=o, 

3'.    ^  =  or,  y  =  fl|  y  ==  o, . .  .y*>  =0^ 

dy"=zadx^  fif*^  =  o.  ..</"/  =  o; 

4®«    ^  =  -  =  ax"',  y  = — aj?"*,  y  =H-  2aj:^^. . . 

j<")=:(— i)"i.a.3...iMw:-(«+'), 

Le  coefficient  ( —  i)"  çxprime  que  la  dérivée  est  accom- 
pagnée du  signe  —  quand  n  est  impair,  et  du  signe  H- 
quand  n  est  pair. 

j<^*)  =  fl(ii— i)(€i  — 2). . .  (a— «  +  i)x*^; 

Cette  dérivée  de  Tordre  n  ne  sera  jamais  nulle  si  a  est  un 
nombre  fractionnaire  ou  une  quantité  négative,  mais  elle 
s'évanouira  si  a  est  un  nombre  entier  m ,  quand  n  sera 
égal  à  m  H-  I.  Ainsi  la  dérivée  et  la  différentielle  de  Tor- 
dre (m  -J-  I )  de  a:*  sont  nulles^  la  dérivée  de  Tordre  m 
est  la  quantité  constante  m(^m  —  ^){^  —  î^)-  •  •  I9  ou 

d^'')y  =  o'ifl^dlr». 
Si 


T 
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toutes  les  dérivées  de  e*  sont  cette  même  exponentielle. 
Les  dérivées  successives  de  jr  =  e^',  sont 

/  =—€"%  y"  =  +  e"'. . .     /»)  =  (—.  I  )«<?-', 
et  Ton  a 

f l)    »-« 

^(")  =  ^^ — •!  .2.3...(«— i)ar"", 

f I  Y"  I 

«f("V  —  — p- —  .  I  2.3. . . (/i  —  i):c""a:r« 

,        ,       1 .2.3. .  .(/î—  I  ).!>  . 

S**.  /=  sinx,  y  =  sin{ar  +  -  j,  /"  ^  sijafx  +  2-  j... 
y")  =  8În(  x«4-/i- ),     rf(*)j=:  sîn(  jr+/?- J  dlr*. 

sin  f  j:  +  /î-  J  n'a  que  quatre  valeurs  différentes;  n  eu 
effet  ne  peut  avoir  qu'une  des  formes  suivantes  ; 

m 

Dans  le  premier  cas 

sin(4:+/i-)=sin(j?-|-  2mw)  =  sin  x  ; 
dans  le  deuxième  cas 

sin(  X  +  /1- j  =  sin  f  x  +  2/ii;t  +  -  J  =  cosx; 

dans  le  troisième  cas 

ûn(x  +  n-\  =:sin  (x  +2w^  4.  ;?)  =z  — sinxj 
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dans  le  quatrième  cas 

sinf  ar  +  /ï-j=sinfx4-  ^f^  +  3  -  J  =  —  cosor. 

Les  dérivées  de  sinj:  n'ofirent  donc  que  quatre  valeurs 
qui  se  reproduisent  périodiquement. 

/(")  =  cos  (  jr+/ï-  ],     rfC")^  =  cos [  x 4- «  -  ]  d^r». 

Ici  encore  les  dérivées  n'ont  que  quatre  valeurs  distinctes, 
cos X ,  —  sin  X,  —  cos  ar,  -H  sin  x,  qui  se  reproduisent 
périodiquement. 

10**.  X  =  arcsin^r,  y=(i— jr»)"**",  y'z=zx{i  —  jr»)""*», 

/*  =  (i+2x*)(i — or^r»,  etc.; 

1  i. 

1 1*>.  jr=:arccosar,  y=— {i— ir*)"  », /"= — a:(i— ^c*)"*' ,  etc. 

17.  Quand  z  était  une  fonction  de  fonction,  déterminée 
par  les  équations 

z  =  F(r),  r  =/(x), 

nous  avons  trouvé 

, dz        dz      dy 

dx       djr  '  dx^ 

en  différentiant  une  seconde  fois ,  et  remarquant  que  -^ 

est  une  fonction  de  y^  ^  une  fonction  de  x^  nous  au- 
rons 

d^z       {fz  dr*   .   dz  d*r      ^        d*z   ,  dz    , 

dx^       dy*  dx*       dx  djif'  dy*  dx 
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Une  troisième  dii£éreiitiatioii  donnerait 

dh  dH  dy^  d}z  dy  d^y       dz  d^y 

^         d^z    ,  ,    ,    ^  d^z    ,    ,       .    <fe    - 


Exemple: 
On  trouve 


dy^  -^     '  ^  df 
»=  I7,  j  =  8inx. 


dy 


dy 

dz^ 
dy 

dz  = 


cosxdxy       rf*/ =  —  sin  xdlr* ,       d^y  r= 
I I         ti*z I  I         d^z 


y      sinx      dy* 


/*  sin*a?'  dy^ 


-  cosxdlr^. 


srn^x 


rf.l  sinx  =  — 7-^  dlr,   éf*z  =  rf» .  1  sin  x 


sinx 


rf^a  =  ^•lsinx  = 


dx* 
sin*j: 
acosx 


sin^x 


dx^. 


Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre 
dans  tous  les  cas  particuliers. 

18.  Supposons  enfin  que  u  soit  une  fonctioa  composée, 
ou  que  Ton  ait 

Nous  avons  trouvç 

, du du  dy    ^  du  dz 

dx       dy  dx^ dz  dx' 

Différentions  une  seconde   fois,  en  nous  rappelant  que 
-j-j  —  sont  des  fonctions  immédiates  de  j^  et  de  z ,  et  des 

fonctions  de  fonctions  de  x,  tandis  que  ^,  ^   sont 

seulement  fonctions  de  x  ;  de  plus ,  désignons  par  les  no- 

d*u        (fu  ,       1 ,  '    .      ^    du     du      ,        1 
tations    ,    ,  ,  -1 — r  les  dérivées  de  -7- ,  -r  prises,  la  prc- 
dzdy      dydz  dy     dz  *■  * 

mière  par  rapporta  z,la  deuxième  par  rapport  à  j^,  ou  ce 


*.:--"> 
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qu'on  obtient  en  dîfférentiant  u  d'abord  par  rapport  à  y, 
puis  par  rapport  à  z ,  ouen  premier  lieu  par  rapport  à  z  y 
et  en  second  lieu  par  rapport  à  y  ;  nous  montrerons  plus 
tard   que  ces  deux  quantités  sont  égales,  ou  qu'on  a 

-r-r-  =  "T^  '  cela  posé,  nous  trouverons 
azax         djrdz  '^ 

€l*u d*u  djr*        du  d*jr  d*tt   dy  dz      du  d*z      (d*u  dz* 

dj^'^^^dj^'^d^dj^  dzdf  dx  dxdz  dx*  "*"^  ^  ' 

-  d*u  ,  ^   ,  du  ^  d*u    ,    .     ^   du  .      .  d^u    . 

d*u  =:  -—djr**^—d*x+^'^:rj::dzdx*^-j^trz^ — r-  dz* 


dz 


dz' 


Pour  différentier  un^  troisième  fois,  on  désignerait 

d^U  d^U     ,         1/  .    r         1  •  ^    ^^         ^« 

par  -7-7— ,    r-TT  les  dérivées  des  quantités  -7-  ,    ■■    -    , 
^       dzdjr*     dydz*  ^  dy*^    dzdy 

^,  prisespourlapremièrepar  rapport  àz,  pour  la  seconde 

par  rapport  à  z  et  à  y,  pour  la  troisième  par  rapport  ày« 

Nous  prouverons  aussi  plus  tard  que  ces  dérivées  offrent 

,  j  y  J-    •     .        d^'*'        ^^«  ^^'^ 

seulement  deux  valeurs  distinctes 


d\ 


dH 


dH 


dzdy*      djr*dz      dydzdy^ 
dès  lors  il  serait  facile  d'é- 


dydz*         dz^dy        dzdydz  ' 
crire  la  valeur  de  ^-5  ou  de  iPu. 

l^emples -.  u=yz^  y  =  ùaxj  z=:  cos x, 

dy  ==  cos  xeixy  d*y  =:  —  sin  xilx* , 
€&  =  — sin  jatir,  €/*«==: —cos  xe£r*, 
du  du  d*u  d^n  d*u  d^u 

dz 


=  «, 


^=-^' 


=  ^>   Xi=« 


«{r     ''  /&""•"  i/r*       *  ^«*        '  dzdy  ~"  4r^z 

du  =z  z  coixdx  — ^sin  xdx  =  cos*  xiir  —  sin*  xdx^ 
d*u=  —  coixûnxdx*  -^  2  cosxsiiixi£r*  —  cosx sin x  dx*j 

ou  enfin 

d*u  =z—'é^sinxcoiX€lx*. 

On  trouvera  facilement,  d'après  ce  qui  précède,  que  les 
dérivées  n**"^'  des  fonctions 


3o 
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n 

U 


JT'+'Z^    uz=.x '•^z^   Il  =  flfj  +  6«  + etc. , 


sont 


c/«(jr-J-2)  =rf«J  +  |/"z,     r/(")(j z)  =  |/'«J </"Z, 

d"{ax  +  ^z  +  etc. . .  )  =  nrf'y  +  W"z  +  etc. , 
^'•(iï4:»+^x^»+ .  .  .)=  1 .2.3. .    .nadx^j 
</''+«(^3tx»  4-  ^j:»-»  +etc.)  =  o. 

La  différentielle  n*^*^  d'une  somme  ou  d'une  différence, 
est  donc  encore  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
différentielles  n''""\ 

19.  Scolie.  Reprenons  les  équations 

r  =  /(x),     /=/'(x)=g; 

quand  x  est  variable  indépendante  on  obtient  immédia- 
tement les  dérivées  et  les  différentielles  successives  en  re- 
gardant dx  conune  une  quantité  constante,  mais  si  JC 
cesse  d'être  la  variable  indépendante  et  devient  fonction 
d'une  autre  variable ,  dx  sera  aussi  une  fonction  de  cette 
variable,  et  en  différentiant  plusîem^s  fois  de  suite  les 
deux  équations  • 

j=/(x),     /=/'(x)  =  g..., 

et  ayant  égard  aux  règles  cî-dessus  établies,  on  trouve 

df  =f'{x)dx,     rfV  =P{x)da^  +/'(^K^, 
d^y  =f*"{x)dx^^îf\x)dxd^x  +/'{x)d^x. 


y  = 


dy  „ dx dxd}y  —  dyd^x 


da^ 


ji> 


=  d. 


dxd\y  —  dyd}x 
ds?  ~ 
dx 


dx{dxd^y — dyd^x) — 3d*x(dxd^y — dyefx) 


•  •  • 
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Ainsi ,  1°  pour  passer  du  cas  où  la  variable  jr  est  varia- 
ble indépendante  au  cas  où  elle  cesserait  de  l'être,  il  suf- 


fit de  substituer  aux  valeurs  -/-, 

^  dx 


dy       d^y       <Pjr 


etc.,  des 


dx^'     dx^ 
dérivées  j/,  y"^  j*,  .T.  les  nouvelles  valeurs  données  par 

les  équations  qui  précèdent  ^  2®  pour  revenir  au  cas  où  x 
serait  variable  indépendante,  il  suffit  de  supposer  la  diffé- 
rentielle dx  constante,  et  par  suite  d*x=zo^  rf^ar=o,  etc.; 
on  retrouvera  en  effet  de  cette  manière 


^  '^  dx'     ^    '^  dx^ 


y,         ^V 


3^  dans  ces  substitutions  ou  dans  ces  cbaugements  de  va- 
riable indépendante,  la  dérivée  du  premier  ordre  est  la 

seule  dont  l'expression  ^  reste  la  m^me ,  de  sorte  que  les 

formules  qui  ne  contiendraient  que  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre ,  conserveront  seules  la  même  forme  dans  tous 
les  cas. 

20.  Pour  obtenir  les  dérivées  ou  les  différentielles  suc- 
cessives d'une  fonction  implicite  donnée  par  l'équation 
u  =  F(x^y)  =  o,  on  pourra  partir  de  l'équation 

du  du 

dy dx 


dx 


ou 


dx 
dy=—  —  dx, 
du 


du  _ 

dy  dy 

qui ,  différentiée  plusieurs  fois ,  donnera  inmiédiatement 
les  dérivées  et  les  différentielles  cherchées;  mais  il  y  a 
souvent  de  l'avantage  à  déduire  ces  différentielles  des  équa- 
tions que  l'on  obtient  en  différentiant  de  nouveau  l'équa- 
tion 

du  .     ,  du  . 

Dans  cette  équation  comme  dans  toutes  celles  qu'on  en 

déduit,  les  dérivées  partielles -r- ,  -7-,  -r--,  etc.,  seront, 

*•  dx    dy     dx* 


\»T^_— -*1' 
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en  général,  des  fonctions  de  jr  et  de  j*  :  la  fonction  im— 
plicite  y^  au  contraire,  et  ses  différentielles  dy^  à^y^ 
dPy^  etc.,  doivent  être  supposées  tenir  la  place  de  leors 
valeurs  en  x  \  dans  cette  hypotlièse^s  premiers  membres 
des  équations  sont  identicpiement  nuls ,  et  il  faudra  tou-^ 
jours  égaler  leurs  différentielles  à  o.  On  trouvera  de  cette 
manière 


d^u 


dx' 


d^u 
dx^ 


d^u   dy   .   d^u  dr*   .  du  d*r 

dx  dy  dx       dy  *  dx^       dy  dx* 

.    d^u    dy  ^   du  d^Y 

«3 ^  —  -I-       -4- —  n^  o 

dx^dydx^  ^  dy  dx^ 


On  a  quelquefois  aussi  besoin  de  prendre  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  imaginaires  que  noua 
supposerons  toujours  ramenées  à  la  forme  u-^  v  \/ —  i, 
u  et  l' désignant  des  fonctions  réelles.  Cela  posé,  si  l'on  ap- 
pelle limite  d'une  expression  imaginaire  variable  ce  que  de- 
vient cette  expression  quand  on  y  remplace  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  v—ï  par  leurs  limites  respectives, 
et  si ,  de  plus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  dé- 
finitions données  pour  les  différentielles  et  les  dérivées 
des  fonctions  réelles ,  on  reconnaîtra  que  l'équation 
tv  =  u  -t-  t*  \/  —  I  entraîne  les  suivantes  : 


'  dx       ^x 


^x 


v/- 


dw        du       dp      j ,         ,    y 

dw  z=:  du  ^  dp  K— T; 

de  sorte  que  pour  différentier  une  fonction  imaginaire ,  il 
faut  opérer  conmie  si  la  fonction  était  réelle ,  en  regar- 
dant l/^^^  comme  un  coefficient  constant.  Cette  règle 
s'étend  évidemment  aux  dérivées  et  aux  différentielles 
successives. 

Exemples  :        w  =  cosx  +  \/—~i  sin x, 

dw:={ — sînx-l-V^— icosx),    dw  =—  wV^ — i  dx. 
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Relations  qui  existent  entre  les  fonctions  réelles  d^une  soûle  variable 
et  leurs  dërirées  ou  dlflerentielles  de  divers  ordres. 


21.  Soient  Ao:,  fi^y^  les  accroissements  simultanés  des 

variables  x  et  j-  =:  F  (a:) ,  le  rapport  —  ayant  pour  limite 

la  dérivée  y',  finira,  quand  ÙJC  sera  assez  petit,  par  avoir 
le  signe  de  sa  limite ,  et  sera  par  conséquent  positif  si  la 
dérivée  est  positive,  négatif  si  la  dérivée  est  négative. 
Dans  le  premier  cas ,  les  diJOTérences  infiniment  petites 
Ay,  ùkX^  étant  de  même  signe,  la  fonction  y  croîtra  ou 
diminuera  en  même  temps  que  la  variable  x;  dans  le  se- 
cond cas,  ces  différences  infiniment  petites  étant  de  signes 
contraires,  la  fonction  y  croîtra  si  la  variable  x  diminue 
et  décroîtra  si  la  variable  x  augmente. 

Corollaire  i*"^.  Concevons  que  la  fonction  j^  =  F  (x) 
demeure  continue  entre  deux  limites  données  o:^,  X,  et 
que  Ton  fasse  croître  la  variable  x  par  degrés  insensibles 
depuis  la  première  limite  jusqu'à  la  seconde,  la  fonction 
F  (a:)  ne  pourra  cesser  de  croître  pour  diminuer,  ou  de 
diminuer  pour  croître,  qu'autant  que  la  dérivée  F' (a:) 
passera  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif.  Il 
est  essentiel  d'observer  que  dans  ce  passage  la  fonction  dé- 
rivée deviendra  nulle ,  si  elle  ne  cesse  pas  d'être  continue, 
et  infinie  si,  sans  cesser  d'être  toujours  réelle,  elle  est 
discontinue. 

Corollaire  2*.  Supposons  que  là  fonction  j-  =  F  (x) 
s'évanouisse  pour  la  valeur  particulière  Xq  ,  et  demeure 
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continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  on  aura 

en  supposant  donc  que  la  valeur  x^  -+-  Ax  =  x  difière 

très  peu  de  Xq, 

F(xo  + Ax)=:F(x)   sera  positif  si  F'(xo)>o, 
F(xo  +  Ax)  =  F  (x)   sera  négatif  si  ^(xo)  <  o. 

22.  Soient  F  (x)  eif(x)  deux  fonctions  réelles  de  x 
qui  restent  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  entre  les 
limites  x  et  x  +  h'^  supposons  d'ailleurs  que  la  fonction 
dérivée  de  la  seconde  /^(j:)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  dont  il  s^agit,  ou  qu'entre  ces  limites  la  fonc- 
tion y*  (x)  aille  toujours  en  croissant  ou  toujours  en  dé- 
croissant, le  rapport  des  deux  difierences 

F(x  +  A)  — F(x),    /(x  +  A)— /(x), 

sera  égal  à  Tune  des  valeurs  que  prend  entre  les  limites  or 
et  x+hle  rapport  des  dérivées  1^(0:),  f\x)^  c'est-à^re 
qu'en  désignant  par  9i  un  nombre  plus  petit  que  l'unité, 

on  aura 

F(x  +  A)  —  F(x)  _  F^(x  +  B,h) 

/(x  +  h)^f{x)  -  /'(x-hM)* 
Démonstration.  Soit  A  la  plus  petite  et  B  la  plus  grande 
des  valeurs  que  prend  le  rapport  ttW  ei>tre  le»  limites  x 
et  X  +  A  ^  les  deux  différences 


r(x) 


—  A, 


F(x) 


—  B, 


/'(x).     -*•     /'(x) 

seront  de  signes  contraires  ^  il  en  sera  de  même  de  cps 
deux  autres 

F(x)-A/'{x),     F(x)-B/'(x), 

puisque/*'  (x)  est  constanmient  de  même  signe  :  or  ces 
deux  dernières  différences  sont  les  dérivées  des  deux 

fonctions 

F(x)-A/(x),     F(x)— B/(x); 
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Tune  de  ces  fonctions  sera  donc  croissante  et  l'autre  dé- 
croissante,  et  par  conséc[uent,  si  de  ce  que  devient  cha- 
cune de  ces  deux  fonctions  on  retranche  ce  qu'elle  était, 
les  difiérences  ainsi  obtenues 

¥{x  +  h)  —  F{x)  —  A[f{x  +  h)-f{x)], 
F  (x  -h  A)  _  F  (x)  -  B  [f{x  +  A)  — /(x)], 

seront  Tune  positive  et  l'autre  négative  5  et  parce  que 
f(x^h)  — f(x)  est  par  hypothèse  une  quantité  tou- 
joui's  positive  ou  toujours  négative,  les  deux  différences 


F(x  +  j^)  — F(x) 


—  A, 


F(x4-A)  — F(x) 
/(x  +  A)— /(x) 


—  B, 


seront  encore  néces^i^ment  de  signes  contraires,  et  par 

,                    F(x-hA)— F(x)     ^  .  , 

conséquent  le  rapport  ^^.     i,a^ ff  \  '  P       grand  que 

A ,  plus  petit  que  B ,  sera  compris  entre  la  plus  grande  et 

F'fx) 
la  plus  petite  des  valeurs  du  rapport  777— (•   De  plus,  si , 

comme  nous  Pavons  supposé^  les  fonctions  dérivées  sont 
elles-mêmes   continues,   pendant  que  x  ps^ssera  de  la 

F'  (x) 
valeur  a:  à  la  valeur  x  -i-  A ,  le  rapport  ^7jrT-4  passera 

par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  A  et  6  ;  or 

F(x-I-A)  — Ffx)  j  ,  .  ,j.  . 

-77 — r—rr: TT* T  Gst  uuc  dc  CCS  vaicurs  intermédiaires: 

/(x  +  A)— /(x)  ,  . 

il  existe  donc  une  valeur  de  x  de  lia  forme  x  -i-  6,  A  propre 
à  vérifier  Féquation 

F(x.f.A)  — F(X)  ¥'(x+e,k)  V.   r„    .     J' 

-77 — r-Ty 77-i  =  777 — .  ;  ,^ ,     ce  qu  il  fallait  démontrer. 

/(x-f-A)— /(x)    /'{x+e,hy       ^ 

Corollaire  i®*^.  En  posant,  dans  l'équation  qui  précède, 
x  =  Xq  ,  on  a 

F  (x,  +  A)  —  F  (x,)  _  r  (^o  +  g.>'') 

/(x„  +  A)  — /(x„)  ~/'(x„  +  o,/.y 

i.. 
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et  si  les  deux  fonctions  F  (x)  et  f(x)  s'évanouissent  pour 

Corollaire  a.  Supposons  que  les  fonctions  ne  s'éva- 
nouissent plus  pour  X  ^  Xo,  mais  que  leurs  dérivées , 
:elles  de  la  seconde  restant  toujours  positives  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  x^  et  Xt  +  h,  s'évanouissent 
seules,  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n —  i  inclusivement, 
ipiand  on  donne  à  x  cette  valeur.  En  appliquant  successi- 
vement à  ces  dérivées  la  deuxième  équation  du  corol- 
laire i"*,  équation  qui  s'étend  à  toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  énoncées,  on  aura 


—  F''~'U^o  +  ^--tA)  _  FC«J(j:. -HflA) 
-/t-0{x„-f-e^,A)-/C.)(:r,-heA)' 

et  par  suite,  en  vertu  du  corollaire  i", 

T(Xo  +  h)  —  V(x„)_T<'Hx,  +  BA) 
/(*o+A)-/(*,)  -/WK-I-OA)- 

Si  les  fonctions  s'évanouissaient  en  même  temps  quêteurs 

dérivées,  on  aurait 

F(j„-H  A}_FW(j„-^9A) 
/(*„+A}-/(-)(x„  +  flA)' 
et  en  posant  x,,  =  o,  A  :=  X , 

F{«)_FW^ 
7(7) -/W  (fi*)- 

Corollaire  3.  Les  conditions  des  théorèmes  précédents 
seront  toutes  vérifiées  si  l'on  prend  h  assez  petit,  pourvu 
que  les  fonctions  et  leurs  dérivées  s'évanouissent,  quand 
il  le  faudra,  pour  x  =  X(,;  en  eiTet,  les  dérivées  de  la 
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seconde  fonction  ne  changeront  pas  de  signe  dans  Tinter- 
v^Ile  infiniment  petit  de  jr©  à  wCq  4-  A« 

Les  conditions  relatives  à  F  (x)  seront  aussi  remplies 
si  Ton  prend y*(a:)  =  (x  —  Xq)",  d'où 

f'{x)  =  n[x—x^Y-\    /"(x)  =:=  /i(/i—  i)(ar— Xo)«-»,. . . 

/C--0  (x)~/i(«— I  )  (;i^2). . .  2(x— Xo), 
/(«)(x)  =  1 .2.3. . .  n  =/(«)  (xoH-  eA). 

Si  donc  les  dérivées  de  F(a:)  jusqu'à  celles  de  l'ordre 
n —  I  inclusivement  s'évanouissent  pour  x  =a:o ,  on  aura 


F(xo  +  A)  — F(xo)  = 


I  .2.3*  •  ./l 


F<«)(xo  +  0/i), 


et  en  faisant  /i  =  i , 

F(xo  4-  A)  —  F(xo)  =  AF'  (xo  +  OA  ). 
Si  F  (oTo)  s'évanouissait  aussi ,  on  aurait 

A" 


F{xo+A)  = 


1.2.3.  ./I 


F(")  (xo+  ÔA). 


Lorsqu'on  fait  x^  =o,  /i  =  x,  les  équations  qui  précèdent 
deviennent 


F(x)-F(o)  = 


X' 


I  .2.../t 


F(-)(Ôx),  F(j:)  — F(o)  =  xF'(Ox), 


F(x)  = 


X 


I    2.../t 


F(")(Ox). 


83.  L'équation  déjà  obtenue  ->>--,  =  ^, . ,  j  \  renferme  * 

un  théorème  dont  voici  l'énoncé  :  si  deux  fonctions  F  {x) 
elf{pc)  continues ,  ainsi  que  leurs  dérivées,  s'évanouissent 
pour  a:  =  o  avec  ces  dérivées  Jusqu'à  celles  de  l'ordre 
n  —  I  inclusivement  ;  si  de  plus  les  n  premières  dé- 
rivées de  la  seconde  sont  toujours  positives,  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  o  et  x ,  la  valeur  du  rapport 
des  fonctions  sera  une  valeur  intermédiaire  du  rapport 
des  dérivées  n'^'^".  On  peut  donner  de  ce  théorème  im- 
portant une  démonstration  directe  et  très  simple. 


4i 


'••f , 


*4 
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Supposons  d'|ibord  que  les  deux  fonctions  s'évanouis- 
sant  seules  pour  a:  =  o ,  la  dérivée  première  f"(x)  de  la 
seconde  conserve  constamment  le  même  signe,  ce  qui 
exige  que  la  fonction  y(x)  soit  toujours  croissante  ou 
toujours  décroissante,  et  par  suite  toujours  positive  ou 
toujours  négative,  puisqu'elle  s'évanouit  avec  x.  Dans 
cette  hypothèse,  désignons  par  Â  la  plus  petite,  et 
par  B  la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  le  rapport  des 

dérivées  ^,\  {  entre  les  limites  o  et  x,  les  deux  ûuan^ 


tités 


—  A, 


F'(x) 


-jA-r  — B,  seront  de  signes  contraires^ 

et  il  en  sera  de  même,  puisque^ (a:)  ne  change  pas  de 
signe,  des  différences  F  (x) — A /'(a:),  F(x)  —  B/'(x), 
de  sorte  que  des  deux  fonctions  F  (x)  —  Af(x)y 
F  (x)-^  lif(x)  dont  ces  différences  sont  les  dérivées, 
Tune  sera  toujoiu*s  croissante,  l'autre  toujours  décrois- 
sante, ou,  ce  qui  revient  au  même ,  puisque  ces  fonctions 
s'évanouissent  aussi  toutes  deux  avec  a:,  l'une  sera  posi- 
tive et  l'autre  négative  ;  les  quotients 

/(x)  -fia:)        ^'  /(x)  -/(x)       "^ 

seront  encore  de  signes  contraires,  parce  que  f(x)  ne 
change  pas  de  signe ,  et  il  restera  démontré  que  la  valeur 
du  rapport  des  fonctions  est  comprise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  valeurs  du  rapport  des  dérivées.  De 
plus,  si  l'on  fait  passer  la  variable  de  la  valeur  o  à  la 

valeur  jc,  le  rapport  continu  ^j  .  passera  par  toutes  les 

valeurs  intermédiaires  entre  A  et  B;  or,  comme  on  l'a 

prouvé,  ^.  ■  •  est  une  de  ces  valeur»,  il  existe  donc  un« 

valeur  de  x  de  la  forme  diX,  9i  désignant  un  nombre 
compris    entre    o   et    i ,  propre    à   vérifier    l'équation 


_F(")(Qar) 
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F  (x)      F'fOjx) 

—1— ^=  ^  '   1.  Si  les  deux  dérivées  premières,  secondes, 

troisièmes,  quatrièmes,  etc. ,  juscp'à  Tordre  n —  i  inclu- 
sivement, s'évanouissent  à  leur  tour  avecx,  en  appli- 
quant aux  dérivées  ce  que  Ton  a  dit  des  fonctions ,  on 
trouvera 

F(x)       F(-)(Oar) 
et  par  conséquent  y^  =^^y 

En  changeant  dans  Féquation  qui   précède  x  en  /i, 
F(A)  et/(/0  en  F(x„+A)-Ftx„),  /(x„+A)-/<x„),  ' 
et  supposant  que  les  dérivées'  des  fonctions  ¥(x)^  f(x) 
s'évanouissent  pour  x  =  x^^  jusqu'à  l'ordre  n  inclusive- 
ment, on  retrouverait  l'écpiation 

F(xo  +  A)— F (xq)  __  FW  (^o  +  Oh) 

•et  si  F(xo)  =  o, /(!ro)  =  o, 

Y{xo  +  h)_¥(^)(xo  +  Bh} 
/{^o'hà)^/W{xo+9hy 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  des  n^  qui  précèdent 
peuvent  donc  être  déduits  l'un  de  l'autre  ou  démontrés 
séparément. 

Nota.  Les  équations 

F{xo+h)  —  ¥{xo)  =  hr{xo  +  U), 
Y(x+h)^Y{x)=kr{x+Qh)y    F(x)— F(o)  =  xF'(ear), 

supiposènt  seulement  que  la  fonction  F  (x)  et  sa  dérivée 
^(j:),  sont  respectivement  continues  entre  les  limites  Xq 
et  Xo  +  A,  X  et  X  -f-  A,  o  et  x,  ce  qui  arrivera  toujoui^s 
quand  A  ou  x  seront  des  quantités  infiniment  petites. 
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ApplicatioDS  des   preraien  principes  du  Calcul  différenliel  à  diTerses 
questions  d'Analyse  où  il  n'entre  qu'une  seule  variable  indépendante. 


Première  application.  Détermination  des  véritables 
valeurs  des  quantités  qui  s,e  présentent  ^ous  tune  des 
formes  indéterminées 

-,    ±  — ,    OX±   00,    0«,    00°,    ±1*. 
O  00 

24.  Supposons  que  deux  fonctions  réelles  de  Xj  F(x), 
y*(x),  s'évanouissent  ]po\xrx=zXQ ,  et  qu'il  en  soit  de  même 
de  leurs  dérivées  jusqu'à  celle  dç  l'ordre  n  exclusivement, 
de  sorte  que  les  deux  dérivées  de  l'ordre  n  soient  les 
premières  qui  ne  s'évanouissent  plus  à  la  fois  pour  x=Xq-^ 
en  désignant  par  Aune  quantité  infiniment  petite,  nous  au- 

rons, no23,  corollaires  .  et  3,^.^^^=.^^^^  , 
et  par  suite,  en  taisant  /i:;=o,  -pj — (  =:  -p— — { :  de  sorte 

que  la  vraie  valeur  du  rapport  ^t-^n  ^pà  se  présente  sous 

la  forme  indéterminée  | ,  est  le  rapport  des  valeurs  que 
prennent  pour  x=Xqj  les  deux  dérivées  de  ces  fonctions 
qui,  le§  prçmièrçs,  cessent  de  s'évanouir  à  la  fois.  Si  Tune 
de  ces  deux  dérivées  s'évanouit,  la  vraie  valeur  du  rap- 
port sera  o  ou  oo,  elle  sera  au  contraire  une  quantité 
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fiqîe  si  aucune  des  dérivées  n**"^'  ne  s'évanouît.  Si  /i=ri, 
c'est-à-dire  si  les  dérivées  premières  ne  s'évanouissent 
pas  à  la  fois,  on  aura 


Exemples  :  pour  x  =  o 


e*  —  e 


= =  » 


sin^r 

sin  X 

cos^ 

4?» 

^x 

JC- 

—  sinx 

x3 

e* — e"' — ax 

ÇO9  JT 


=  a 


sin' j:       ssinxcosâ? 


I 


coso:       sin  x 


K 


cos  X 


=:0 


X* 

cosâT       sin^c 


2X 

cosx 


3x' 


6x 


2 
I 
6' 


e'H-e'"*— a ^— e"* ^+e'"* 


sinx 


I  —  cos* 


sinx 


cosx 


=  2^..  etc.; 


et  pour  j:  =  I , 


Lr 


I  X  • 

X É         X  '   X» 


I 
2X 


2      X*—-  I         /IX*^' 


I 

— ,  etc. 


25.    Supposons  maintenant    que  les  deux  fonctions 
F(x),  y*(a:)  deviennent  infinies  pour  x  ^Xo,  les  deux 

quantités  =-7— x>  -;v — %  s'évanouiront  et  l'on  aura,  d'après 

ce  qui  précède,  pour  x^=:  x^^ 

F(x„)      F(x„)» 
d'où  J  "*{=  ^,L  de  sorte  que  la  véritable  valeur  du 
rapport  77-^  î  qiii  se  présente  sous  la  forme  indétermi- 
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CO 


née  — ^  coïncide  avec  la  valeur  correspondante  du  rap- 
Exemple.  On  a  pour  a:  =  o , 


\xj  sin*x a  si 


sm  X  cos  X 


cotx 


G. 


Ce  théorème  est  vrai  quel  que  soit  A:,  ainsi  que  le  pré- 
cédent ,  et  il  le  sera  p^r  conséquent  pour  x  =  oo. 

Exemples.  On  a  pour  j:  =  oo, 


L'exponentielle   Tempprte  sur  la  variable  x*j  ou  croît 
beaucoup  plus  rapidement. 


2*», 


Lr I     

X  "     x\a 


Le  logarithme  croit  moins  rapidement  que  le  nombre. 

CorÊtllàireiSi  les  dérivées  F^J?)  et /'(jrj^  devenaient 
elles4-mèiikes  infinies  pour  x  i=:  x^^  et  d'il  en  était  ainsi 
jusqu'aux  dérivées  de  Tordre  n  exclusivement,  on  aurait 

r{xo)_r{xo)  _       F(«)(xo) 


et  par  suite 


F(xo)_F("V(x,) 


La  vraie  valeur  d'un  rapport  qui  se  présente  sons  la 

forme  —   coïncide  donc  avec  la  valeur  'du  rapport  des 

dérivées  qui,  les  premières,  ne  deviennent  pas  infinies  à 
]a  fois  pour  x  —  Xq. 
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Exemple.  On  a  poarx  =:  oo  ,  et  en  désignant  pacr/i 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  a, 

c'est  toujours  Pexponentielle  qui-  l'emporte. 

3®.   Si  le  produit  5  =  F(j:)./*(aî)  prend  ta  forme 
o  X  Qo  7  sa  véritable .  valeur,  CQÏQcidera  ^v^  c^Ue  du  rap-. 


port 


if] 


ou*^-",  qui  se  présente  sous  la  forme  -ou 


f{x)         F  (or) 
,  et  que  l'tm  déteimincra  facilement  à  Faide  des.  mé- 
thodes précédentes. 
Exemples.  On  a  pour  x  =  oo., 


00^ 
00 


Lc>         I 
^■"'Ir  ^=  --  = =  o , 


et  pour  j:  =  o , 


.    ^^   Ir  X 


►—  I 


'X 


.— » 


=  -^  J?  =  o 


Lr 


X 


— .  i?x" 


•  —  I 


=  — -=0, 


4**.  Enfin  si  Texponentielle  5  =  F(a:)/('^  se  présente 
sous  Tune  des  formes  o*,  00  •,  i^*  ,  on  aura 

et  alors  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  5,  il  suffira  de 
calculer  la  vraie  valeur  —  Jf{}„\  de  l'exposant  r  y»/  m-.» 
Exemples.  On  a  pour  x  =  o , 


Ix 


x« 


r 


X*'=i  e         •=!  e  =  e"*  =   1  ; 
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pour   X  =  00   , 


1* 


pour  j:  =  I , 


I — X 


l(x) 
I  — « 


I 


X  •=.  e 


»—  I 


Deuxième  application.  Comparaison  des  quantités  in^ 
finiment  petites  des  diuers  ordres^  détermination  de 
r ordre  d*iine  quantité  infiniment  petite,  etc. 

26.  Définition,  Désignons  par  a  un  nombre  constaiic 
rationnel  ou  irrationnel ,  par  i  une  quantité  infiniment 
petite ,  et  par  a  un  nombre  variable.  Dans  le  système  de 
quantités  infiniment  petites  dont  i  sera  la  base ,  une  fonc- 
tion de  *  représentée  pary(i)  sera  un  infiniment  petit  de 

Tordre  a,  si  la  limite  du  rapport "^-t-  est  nulle  pour  toutes 

les  valeurs  de  a  plus  petites  que  a,  et  infinie  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  plus  grandes  que  a. 

Corollaire.  Toute  quantité  finie  qui  ne  s'évanouit  pas 
ou  ne  devient  pas  infinie  pour  i  =  o ,  peut  être  regardée 
comme  un  infiniment  petit  de  Torde  o. 

Ces  définitions  admises,  si  Ton  désigne  par  n  le  nom-r 
bre  entier  immédiatement  supérieur  à  Tordre  a  de  la 

quantité  infiniment  petite  y(«),  le  rapport*—^  sera  le 
pretmier  terme  de  la  progression  géométrique 

/(')  /(O  /(O      /(O    m 


/(O. 


I» 


••n-fi* 


qui  cessera  de  s'évanouir  avec  i. 
De  plus,  on  aura  successivemcut 


lim 


./(i)=o,   /(o)  =  o,    liiii.-^^  =  liin./'(/),  /'(o)=o, 
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lim.  ■^z^  Km.  -^  =  hm.-Giï,  /"(o)  =:  o. . .  etc. , 

/C»)(o)=  1.2.3..  ./i  lim.  ^~-^; 

on  en  conclura  que  les  dérivées /'(i),  f{ï)^...  f^""^^  (i) 
s'évanouiront  toutes  avec  i,  et  que  par  conséquent,  dans 
le  cas  où ,  conune  nous  Pavons  supposé ,  f(i)  est  uo  in- 
finiment petit  de  Tordre  a,  f^**^  (j)  est  la  première  des 
dérivées  de  f{i)  qui  ne  s'évanouît  pas  avec  *  et  qui  cesse 
d'être  une  quantité  infiniment  petite. 

Quant  au  rapport  -r^'i  il  peut  avoir  une  limite  fi- 
nie, ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple. 


fe' 


M  ' 


fe^  1/, 


sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  Tordre  a,  et  le 
quotient  que  Ton  obtient  en  les  divisant  par  <*,  savoir 

ont  pour  limites  respectives 


o,     i. 


27.  Théorème  i**^.  Si  dans  un  système  quelconque  on 
considère  deux  quantités  infiniment  petites  d'ordres  dif- 
férents, pendant  que  ces  deux  quantités  s'approcheront 
indéfiniment  de  o ,  celle  qui  sera  d'un  ordre  plus  élevé  fi- 
nira par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numé- 
rique. 

Démonstration.  Concevons  que  dans  le  système  dont 
la  base  est  i ,  on  désigne  par  A  =y*(i),  B  =  F  (/ )  deux 
quantités  infiniment  petites ,  la  première  de  Tordre  a  la 
seconde  de  Tordre  i,  et  supposons  a  <  i  :  si  Ton  attribue 
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à  a  une  valeur  comprise  entre  aeth,  les  deux  rapports 


A  B 


— ,  —  auront  pour  limites  respectives,  le  premier  j  ou  oo. 


I*  t 


le  second  ô,  et  par  suite  le  quotient  de  ces  rapports  ou 

la  fraction  j  aura  Une  limite  nulle,  la  valeur  numérique 

du  numérateur  B  décroîtra  donc  beaucoup  plus  rapide* 
ment  que  celle  du  dénominateur  A,  et  cette  dernière 
finira  par  devenir  constamment  supérieure  à  Tautre. 

28.  ThéorèIme  a*^.  Soieht  a,  &,  e, . . .  lés  nombres  qui 
indic[itent*dans'mi  systftïrte  détermine  leà  ordres  de  plu- 
sieurs quantités  infiniment  petites,  et  à  le  plus  petit  de 
ces  nombres,  la  somme  ou  la  différence  des  quantités 
dont  il  s^agit  sera  un  infiniment  petit  de  Tordre  a. 

Démonstration.  Soit  toujours  i  la  base  du  système 
adopté ,  soient  de  plus  A ,  B ,  C , . . .  •  les  quantités  don- 
nées, la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  i. . .  ; 
le  rapport  de  la  somme  A  ±i  B  dz  G  dr .  '•  '.  à  la  quantité 

A,  savbîï*,  I  il  j  dz  -  i. . .  aura  pour  limite  l'unité^ 

parce  que  les  termes  r  ?  t  ?  dans  lesquels  les  numérateurs 

sont  des  infiniment  petits  d'un  ordre  plus  élevé  que  les 
dénominateurs,  ont  o  pour  limite^  et  par  conséquent  le 
produit 


(■±l*x*-)f.= 


A±B±C±:... 


/m 

aura  la  même  limite  que  le  rapport  —  :  et  puisque  ce  der- 

nier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie ,  siyvant  qu'on 
suppose  a<tfouûl:>tf,  on  pbttrra  en  dire  autant  du 

rapport  =^= '-^  ;  donc  A  ±:  B  di  C  ±: . . .  sera 

ufiè  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 
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On  conclura  facilement  de  ce  qui  précède,,  que  .pour  de 
très  petites  valeurs  numériques  de  la  base  i ,  la  somme  ou 
la  différence  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites, 
rangées  de  manière  que  Içurs  ordres  forment  une  suite 
croissante ,  a  constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

29.  Théorème  3".  Dans  un  système  quelconque  dont 
la  base  est  i,  le  produit  de  deux  quantités  infiniment  pe- 
tites Â  et  6  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  i  est 
une  autre  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a  -rf-  &• 

Démonstration.  Les  rapports  ^^^  -^  auront  des  limites 

nulles  toutes  les  fois  que  Ton  supposera  a  <[^9  6  <C  ^ô 
des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  Ton  sujqposera 
a  >•  a,  6  >>  .&,  et  Ton  pourra  en  dii*e  autant  du  produit 

—  X  -i  =  — TÂï  d'où  il  résulte  que  le  rappcM*t  — ->  aura 

une  limite  nulle  pour  a-|-6<«  +  iet  une  limite  in- 
finie pour  a  -h  è^a  -^  b\  donc  le  produit  AB  sera  un 
infiniment  petit  de  Tordre  a  ^b.  On  en  conclut  :  i®  que 
si  Tun  des  facteurç  se  réduisait  à  une  ^piantité  finie,  le 
produit  serait  évidenmient  du  même  ordre  que  l'autre 
facteur  \  a^  que  dans  un  système  quelconque  le  produit 
de  plusieurs  quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres 
sont  désignés  par  a,  &,  c.  • .  est  une  quantité  infiniment 
petite  de  Tordre  a  +  i  -|-  c  + . . . 

30.  Tbéoilèmb  4^.  Si  trois  quantités  infiniment  petites 
I,  A,  B,  sont  telles,  que  la  première  /  étant  prise  pour 
base,  la  seconde  A  soit  de  Tordre  a,  et  que  la  seconde  A 
étant  prise  pour  base,  la  troisième  B  soit  de  Tordre  i, 
celle-ci,  dans  le  système  qui  a  pour  base  la  première  *, 
sera  d'un  ordre  équivalent  au  produit  a&. 

A      B 

Démonstration,  Les  deux  rapports  -,  —z  ont,  par  hy- 

î*     A 

potbèse,  des  limites  nulles  quand  on  fait  «  <C  a,  6  <^  fr, 
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et  des  limites  infinies  quand  on  suppose  a  >  a ,  6  >  ft  ; 


/   A  \fc  II  R 

donc  le  produit  (  —  ]  X  ->=— Tiaura  luî-mème  une  li- 

mite  nulle  pour  «6  <  «i ,  une  limite  infinie  pour  «6  ^  ab, 
et  par  conséquent  si  Ton  prend  i  pour  base ,  B  sera  im  in- 
finiment petit  de  l'ordre  ab. 

Corollaire  i®*".  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux 
quantités  infiniment  petites  B  et  A  reste  le  même  quelle 
que  soit  la  base  du  système  que  Ton  adopte,  et  ce  rap- 
port est  équivalent  au  nombre  b  qui  indique  Tordre  de  la 
première  quantité  quand  on  prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,  si  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base 
les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on 
vient  à  changer  de  base ,  les  nombres  qui  indiquent  ces 
divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous  à  la  fois  dans 
un  rapport  donné. 

Corollaire  a^^.  Si  dans  le  théorème  4  on  fait  B  =  «, 

on  aura  évidemment  ab  =  i ,  b  c=  -  .   donc  si  dans  le 

a 

système  dont  la  base  est  i  la  quantité  À  est  un  infiniment 

petit  de  l'ordre  a,  i  sera  de  l'ordre  -  dans  le  système  qui 

aura  pour  base  la  quantité  A.  Ainsi ,  par  exemple,  lors- 
que A,  considéré  comme  fonction  de  < ,  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre ,  on  pourra  en  dire  autant  de  i 
considéré  comme  fonction  de  A. 

Corollaire  3"**.  Si  deux  quantités  infiniment  petites 
sont  telles,  que  l'une  étant  prise  pour  base,  l'autre  soit 
du  premier  ordre,  le  nombre  qui  exprimera  l'ordre  d'une 
quantité  quelconque  restera  le  même  dans  les  deux  sys- 
tèmes qui  auront  pour  base  les  deux  quantités  données. 

31.  Théorème  5®.  Si  l'on  désigne  par  /  et  pary(i)  deux 
quantités  infiniment  petites ,  zéro  sera  la  valeur  unique 
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OU  l'une  des  valeurs  que  prendra  le  produit    /  .   lors- 
qu'on y  fera  évanouir  la  quantité  i. 

Démonstration.  H  suffit  évidemment  de  démontrer  ce 
théorème  dans  le  cas  où  la  fonction  dérivée /"'(i)  s'éva- 
nouit en  même  temps  quey(i)  pour  1=0^  or  on  y  par- 
viendra sans  peine  dans  le  cas  où  les  deux  fonctionsy(i), 
y  (i  )  sont  continues  par  rapport  à  i  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  1  =  o  :  en  effist,  on  aura  dans  cette 
hypothèse 

or  puisquey*'(o)  est  nul  et  que  6  désigne  une  quantité 
comprise  entre  o  et  1,  f  (  6i)  convergera  plus  rapidement 
que^'(i)  vers  la  limite  o ,  d'où  il  résulte  que  la  fonction 

--jrfjrl  sera  plus  petite  que  l'unité,  et  que  le  produit  i  •  ^n'\ 

aura  une  valeur  sensiblement  nulle  \  donc  la  limite  ou 
l'une  des  limites  vers  lesquelles  convergeront  ce  même 

fU) 

produit,  et  par  suite  le  rapport  ^tttt)  sera  égale  à  o. 

On  pourrait  démontrer  encore  que  si  la  fonction /'(i), 
dans  le  système  de  quantités  infiniment  petites  dont  1 
représente  la  base ,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a , 
le  nombre  a  sera  ordinairement  la  valeur  numérique  ou 

du  moins  l'une  des  valeurs  que  recevra  le  produit       ,  .y -. 

Supposons  en  effet  quey(i)  est  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  a ,  et  posons 

/(O  =  i'<p  (,), 

De  cette  équation ,  l'on  tirera  en  différentiant , 


/(O  ~    ^  <p(')' 
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les  autres  ;  on  aura  doue  nécessairemeut 

Aa  1=  Ba,       A^  =  Bfl/  y       Atf//  =  Ba//  9    CtC. 

De  cette  proposition  générale  on  déduit  les  règles  sui- 
vantes : 

Règle  i"^®.  Deux  quantités  finies  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  infiniment  petites  de  Tordre  o ,  qui  ne  dîfiére- 
raient  Tune  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment 
petite,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  a"*.  Deux  quantités  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre  dont  la  différence  serait  infiniment  petite  du 
second  ordre,  ou  plus  généralement  deux  quantités  infi- 
niment petites  d'un  ordre  quelconque,  qui  ne  différe- 
raient l'une  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite d'un  ordre  supérieur ,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  S""*.  On  peut  rigoureusement,  et  sans  crainte 
d'altérer  les  résultats,  négliger,  dans  une  équation,  soit 
des  infinipient  petits  ajoutés  à  des  quantités  finies,  soit  des 
quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  quelconque  ajou- 
tées à  des  quantités  infiniment  petites  d'im  ordre  inférieur. 

Règle  4"®.  Dans  le  cas  où  l'accroissement  ùkX  de  la  va- 
riable indépendante  peut  être  considéré  comme  une  quan- 
tité infiniment  petite  du  premier  ordre,  ce  qui  arrive 
toujours  dans  les  applications  à  la  géométrie,  à  la  méca- 
nique ,  etc.  ;  la  différentielle  dj  de  la  variable  dépen^ 
dante,  diffère  de  son  accroissement  ùkj  d'une  quantité  in- 
finiment petite  du  second  ordre;  on  trouverait  en  effet, 
en  partant  des  principes  déjà  démontrés, 

^y  =Y'{x)àX'\ ¥"{x  H-  ô,  Aor)  : 

on  pourra  donc,  comme  nous  l'avons  indiqué,  substituer 
rigoureusement  l'accroissement  à  la  différentielle,  et  ré- 
ciproquement. 
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Au  contraire ,  F(Xq)  sera  un  minimum  si  la  fonction  dé- 
rivée F' (x)  est  négative  pour  x=zXq — «A  et  positive 
pour  x  =  Xo  +  h. 

Enfin,  si  entre  les  limites  x^ — A  et  x^+A  1^  fonction 
dérivée  P(x)  était  constamment  positive  ou  constanmient 
négative,  la  quantité  F(Xo)  ne  serait  ni  un  maximum  ni 
un  minimum. 

Exemples  :  • 

i^  F(x)  =  x»-f-/ix  +  ^,  F'(x)  =  2a:  +  p. 

Cette  dérivée  s'évanouit  pour  x  =  — ^,  et  devient  né- 
gative pour  x<i  —  -,  positive  pour  x>  —  -.  La  fonc- 

tion  X*  +  px  +  ç  adpiet  donc  une  valeur  minimum 
correspondant^  à  x== — -j^;  cette  valeur  minimum  est 

Cette  dérivée,  qui  s'évanouit  pour  x  =  Le,  est  positive 
pour  X  >  Le  et  négative  pour  x  <  Le  ;  la  fonction  a 

Le  / 

donc  une  valeur  minimum  -v—  ==t-- 

Le       he 

3®.   La  fonction  —  admet,   au  contraire,  la  valeur 

X 

Le 
maximum  — .  • 

e 
4^.  x^'e"  acquiert  pour  x  =  a  la  valeur  maximum 

54.  n  est  facile  de  décider  si  une  racine  quelconque  Xq 
de  Téquation  F'(x)=:  o  produit  un  maximum  ou  uti 
minimum  de  la  fonction  F  (x).  En  effet,  désignons  par 
F<"^  (x)  la  première  des  dérivées  de  F(x)  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  X  =  Xo ,  nous  aurons ,  d'après  un  théo- 
rème déjà  démontré  n^  22,  corollaire  3, 
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la  quatrième  se  réduit  à  4  ?  donc  la  valeur  de  F(x) 
correspondante  à  a:  =  o,  ou  le  nombre  4)  sera  un  mini- 
mum de  cette  fonction. 

ScoUe,  On  a  d^j  =  F("^(j:)  dx^ ,  et  par  conséquent  si 
n  est  pair,  dy-  étant  toujours  de  même  signe  que  F(">(ar), 
on  pourra ,  dans  l'application  de  la  règle  précédente , 
substituer  les  différentielles  aux  dérivées. 

35.  Outre  les  maxima  et  les  minima  qui  répondent 
aux  racines  des  équations  F'  (x)  =  o  et  F'(a:)  =  oo  , 
il  peut  en  exister  d'autres  qui  répondent  aux  valeurs  de 
X  pour  lesqueUes  la  fonction  F(x)  cesse  d'être  réelle  ou 
continue ,  de  sorte  que  dans  la  recherche  des  maxima  et 
minima  il  faut  en  général  commencer  par  déterminer 
les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  F  (x)  imagi- 
naire ou  discontinue,  et  voir  si  les  valeurs  correspon- 
dantes de  cette  fonction  surpassent  les  valeurs  voisines  ou 
leur  sont  inférieures.  Dans  le  premier  cas ,  elles  seraient 
un  maximum,  dans  le  deuxième  un  minimum. 

Exemples  : 

Ces  trois  fonctions  deviennent  discontinues  en  passant  du 
réel  à  Timaginaire ,  tandis  que  la  variable  x  passe  du 
positif  au  négatif,  et  obtiennent  pour  x  =  o  une  valeur 
nulle  qui  représente  un  minimum  de  la  première  et  un 
maximum  de  chacune  des  deux  autres. 

56.  applications,  i^.  Partager  un  nombre  en  deux 
parties  a  et  a  —  x  telles,  que  le  produit^  =  F(x)  = 
x^  (a  —  xY  soit  un  minimum  ou  un  maximum. 

La   valeur  maximum    de   ce   produit  correspcmd    à 

X  =  — :— .  n  y  aura  de  plus  deux  valeurs  minimum 

correspondantes  à  x  =  o ,  x  =  a^  pourvu  que  m  et  n 
soient  paii^s. 
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Soite  des  applications   analytiques. 


Quatrième  application.  Dé%^elàppement  d'une  fonction 
réelle  suiyant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  la  variable  x^  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

37.  Lorsqu'une  fonction  F  (a:)  étant  réelle  et  continue 
avec  ses  dérivées ,  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  Tordre  n 
exclusivement  s'évanouissent  pour  or  =  x^ ,  on  a ,  comme 
nous  l'avons  vu , 

FK  +  A)  — F(x.)  =  — -^-_  FO (x.  +  6h) i 
ou  en  supposant  que  Xq  soit  nul  et  faisant  h=  Xj 


x" 


F(x)  — F(o)=;=  5 FC«)(6x), 

^    '  ^    '  1.2.3. .n  ^      ' 

etsîF(o)  =  o, 

I   «SaO*  •FI 

Or  ces  équations  fournissent  un  moyen  très  simple  de  dé- 
velopper les  fonctions  réelles  d'une  seule  variable  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable. 
En  effet,  en  posant  n  =  i ,  il  vient 

et  en  faisant 

F'(ôx)  =  r(o)-HR„ 

F(ar)  — F(o)— jeF'(o)=zR,x. 
R|X  est  évidemmjçnt  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  x, 


( 
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sidérée  comme  composée  d'une  fonction  entière  de  x^ 


X 


.     F(o)  +  -r(o)+...+,^^3^^^^_,)F(-0(o). 

et  d^un  reste ,  savoir 

%^ FC»)  (ôx). 

I  .2.3.  .  ./I  '' 

Exemples  : 

I^  F(x)  =  e' , 

on  a 

'F'(a:)  =  F"(x)=:    .  .=3  FC«-»)  (ar)  r=  F<*)  (or)  =  ^, 
F'  (o)  =  F"  (o)  =  .  .  .=  FC«-0  (o)  =  I  ,    F(-)(('x)  =  <?S 

X    .  X*     ^      x^       ,  ,  a:""' 


I         1.2         fc.2.3  *      *  1,2.3..  .(/I —  l) 


x« 


e^'- 


1.2.3. ./I        ' 
2*».  F{x)   =i   SiB^OT, 

F<»)(x)  =  8mfx  +  ^\     F(o)=:o,     F'(o)=i, 
F"(o)  =  o,     F'"(^)=—  I.  .  .F(--0  (o)=  sin(^~0»-^ 

2 

H 5^~7 \^^\ *•  I 

1.2.3.  .(/I — i)       \     2        / 

I    î?.3../î         \  2  / 


sinx=x— 4 


x5 


1.2*3        1.2.5 


3^  F(x)z=cosa:, 

4P»     ,  x^  ,  x*:"*  (||-^|)7jr 

G0SX=:  I  — f- 5—7  .  .  .+ 5 7 îCOS^^ ^— 

1-2        1.2.3.4  f.2.3...(/l— l)  2 


H 5 C05  l  ôx  H 1; 

I  .2.3.  ./i         \  2  / 
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Exemple  :  si    F  (.r)  =  (i  +  a:)",  on  trouvera 

^  ^  I  1.2  1 


6i 


X". 


38.  A  Taide  des  mêmes  principes ,  on  développera  fa- 
cilement F  (a:  4-  A) ,  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  J?  ou  de  A.  En  efifet,  nous  avons 


F(x+A)  — F(x)  =  AF(x  +  eA)  =  AF(x)  +  R,; 


d'où 

F  (x  + A)  — F(x)— AF'(j:)  =  R,. 

Ri  est  une  fonction  de  h  qui  s'évanouît  pour  A  =:  o , 
ainsi  que  sa  dérivée  première  F'  (ar  -f-  A)  —  F'(a:)  ;  de 
plus  sa  dérivée  seconde  est  F'(j:4-A):  on  aura  donc, 
d'après  un  théorème  souvent  cité, 

F(a;+A)-.F(x)-AF(x)=:-^F>H.6A)=-^F'(ar)  +  R„ 

1.3  I  •  ^ 

F(ar  +  A)  — F(a:)  — AF(x)— — F''(a:)  =  R,. 

Rs  est  une  fonction  de  A  qui  s'évanouit  avec  A,  ainsi  que 
ses  dérivées  première  et  seconde,  et  dont  la  dérivée 
troisième  est  F*'(a:  4-  A);  on  aura  donc 

F(*+A)-F(x)— AF'(x)--ilF'^(x)  =  .j^F-(:^+M), 

et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  trouvera  défi** 
nitivement 


(0 


1      •    ^ 


+ 


I .  a .  3 . . .  /i 


F(»>(j:-|-6A); 
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V /*\       X — a        \fx^a\        i  /x—a\' 

n — i\      a      )       "*"/iLfl4-ô(^  —  a)\' 

39.  Lorsque ,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
certaines  limites,  les  expressions 


1.2.3*. •  n 


F"(j:  +  ÔA), 


X' 


1.2.3. , ,  n      ^      '^ 

décroissent  indéfiniment  tandis  que  n  augmente,  alors,  en 
posant  n  =r  00  dans  les  équations  (i)  ou  (s),  on  trouve 

Y{x^h)  =  Y(x)+hr{x)  +—r'{x)^ ^.F'»'(a:)+etc., 

1.2  |.2»«) 

F  (x)  =  F  (o)+xF'(o)  +  f-  F'(o)  +  -^  F"  (o)  +  etc. 

Ces  formules,  qui  donnent  le  développement  en  séries  àt 
F  (x)  suivant  les  puissances  de  a:,  et  de  F(j:4-A)  sui- 
vant les  puissances  de  A,  s'appellent,  la  première,  la  for* 
mule  de  Taylor,  la  seconde,  la  formule  de  Maclaurin. 
40.  n  est  important  de  remarquer  que  les  quantités 


( 


avec 


1  «2.3.  «  ./l         I  .2.3.  .  •  /i 

• 

s'évanouissent  pour  une  valeur  infinie  de  n.  En  effet ,  le 
produit  m(/2 — m-f-  i),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

)  —  l m  )  ,  ou  dont  la  dérivée  prise  par 

apport  à  m  est  2  f  — —  —  m.J,  croît  évidemment; 

m,  depuis  m  =  i  jusqu'à  m  = ,  ou  croît  à  me- 
sure que  ses  deux  facteurs  approchent  d'être  égaux  :  on 
en  conclura,  en  faisant  tour  à  tour  m  =  i,  m  =  2,  etc., 
que  des  n  quantités 

i./i,  2(/i  —  i),  3(/i — 2)...  {n  —  2)3,  (/i  —  1)2,  /i.i. 
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Suite    des    applications    analytiques. 


Règles  générales  de  la  convergence  des  séries  réelles, 
jipplication  de  ces  règles  aux  formules  de  Taylor  et 
de  Maclaurin. 

4fl .  Les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  ne  peu- 
vent subsister  qu'autant  que  les  séries 

F(o)4.arF'(o)  +  —  F'Vo). . .  etc. , 

F(x)  +  AF'(ar)4.— F''(a:)...  etc., 

seront  convergentes  ;  il  importe  donc  de  fixer  les  condi- 
tions de  la  convergence  de  ces  séries.  Une  série,  en  géné- 
ral ,  est  une  suite  de  quantités 


«O,  "l, 


U^y  •    •    •      Wjl  •    • 


•    > 


qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  détermi- 
née ;  ces  quantités  elles-mêmes  sont  les  difTérents  termes 
de  la  série  qu'on  considère,  u^  est  le  terme  général.  Soit 

la  somme  des  n  premiers  termes  ^  si  pour  des  valeurs  de 
n  toujours  croissantes ,  la  somme  S»  s'approche  indéfini- 
ment d'une  certaine  limite  finie  S,  la  série  seVa  dite  con- 
vergente ,  et  la  limite  en  question  s'appellera  la  somme  de 
la  série  ^  au  contraire,  si,  tandis  que  n  croit  indéfinimenl, 
la  somme  S^  ne  s'approche  d'aucune  limite  fixe,  la  série 
T.  I.  5 


J 
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sera  divergente  et  n'aura  plus  de  somme.  L'une  des  séries 
les  plus  simples  est  la  progression  géométrique, 


qui  a  pour  terme  général  ox";  la  somme  des  n  premiers 
termes 

convergera  évidemment  pour  des  valeurs  croissantes  de 

n  vers  la  limite  fixe  ,  si  la  valeur  numérique  de  x 

est  inférieure  à  l'unité;  au  contraire,  cette  somme  croî- 
tra indéfiniment  si  x  >>  i  :  la  série  sera  donc  conver- 
gente dans  le  premier  cas  et  divergente  dans  le  second. 
Considérons  maintenant  la  s^rie 


Pour  que  cette  série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  somme 

S,  =  B,  +  K,  +  «.  +...+  «^, 
converge  à  mesure  que  n  augmente  vers  une  limite  fixe 
et  finie  S,  ou  que,   n   devenant   infini,    les  sommes 
S„,  S„^.,,  S„+,...  difl^rent  infiniment  peu  de  la  limite  S, 
et  par' conséquent  les  unes  des  autres.  Or 

Sm+,  —  S,  =  «,,  8,4..  —  S,  =  u. -f- «>^, ,  etc. 
\  n  faudra  donc  que  ces  différences  soient  infiniment  pe- 
tites quand  n  sera  très  grand;  et  par  suite,  il  faudra  que 
le  terme  général  u„  et  la  somme  des  termes  pris  à  partir 
de  u.,  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  s'évanouissent 
pour  n  =  06. 

Réciproquement,  lorsque  ces  diverses  conditions  sont 
remplies,  la  convergence  de  la  série  est  évidemment  as- 
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42.  Ces  principes  nous  fournissent  deux  moyens  assez 
simples  de  reconnaître,  dans  beaucoup  de  cas,  si  une 
série  est  convergente  ou  divergente. 

Règle  i".  Cherchons  la  limite  ou  les  limites  vers  les- 
quelles converge,  tandis  que/»  croit  indéfiniment,  Fex- 

I 

pression  (U„)",  U„  étant  la  valeur  numérique  de  m„,  et 
soit  L  la  plus  grande  de  ces  limites,  la  série 

(  I  )  «o  H-  «I  +  *«a  +•  •  •  *tc. 

sera  convergente  si  l'on  a  L  <  i  »  divergente  si  L  >  i . 

Démonstration,  Supposons  d'abord  L  <  i  :  en  dési- 
gnant par  p  un  nombre  plus  petit  que  l'unité .  mais  su- 
périeur à  L ,  ou  tel  que  l'on  ait  L  <  p  <  i ,  et  donnant  à  n 

I 

une  valeur  assez  considérable,  (Un)",  qui  petit  difiérer 

aussi  peu  que  Ton  veut  de  sa  limite  L,  finira  par  être 

plus  petit  que  p  :  on  aura 

I 

de  sorte  que  les  termes  de  la  série  tt„,  tt^i,  u„^.s...,  seront 
des  nombres  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la 
progression  géométrique 


pH  ««  +  1  c,l«  +  « 


Or  le  terme  général  et  la  somme  des  termes  de  cette  der- 
nière progression  vont  en  diminuant  à  Inesure  que  n 
augmente,  puisque  p  est  plus  petit  que  i ,  il  en  sera  donc  de 
même  à  plus  forte  raison  de  la  somme  a„-f-  u^^x + ^n+j  •  •  •  > 
et  la  série  (i)  sera  convergente. 

Supposons  en  second  lieu  L  >>  i  :  n  venant  à  croître , 
on  aura  bientôt,  si  l'on  désigne  par  p  un  nombre  plus 
grand  que  l'unité  et  compris  entre  L  et  i ,  ou  tel  que  l'on 
ait  L  >  p  >  I , 


(U.)»>^,     u,>^^^ 


5.. 
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le  terme  général  de  la  série  (i)  croîtra  donc,  ainsi  que  p", 
indéfiniment  avec  n ,  et  cette  série  sera  divei^ente. 

Règle  a™*.  Si  pour  des  valeurs  croissantes  de  » ,  le 
terme  général  Un  décroit  indéfiniment, 'et  si  le  rapport 

J*"^'  converge  vers  la  limite  fixe  /,  la  série  (i)  sera  con- 

vergente  toutes  les  fois  que  Ton  aura  /  <;  i ,  et  diver- 
gente toutes  les  fois  que  l'on  aura  /  >  i . 

Démonstration,  Désignons  par  z  une  nombre  inférieur 
à  la  différence  qui  existe  entre  i  et  /,  ou  tel  que  les 
deux  quantités  / — c,  /+c,  soient  en  même  temps  que 
/  plus  petites  ou  plus  grandes  que  Tunité  \  en  donnant  à 

n  une  valeur  assez  considérable,  le  rapport     "'*"'  finira 

par  être  compris  entre  /  —  e  et  /  +  c,  et  les  différents 
termes  de  la  àérie  tt„,  i/„4.j...,  se  trouveront  compris  entre 
les  termes  correspondants  des  deuk  progressions  géomé- 
*  triques 

Un,        Un{l  —  %),      Un{l—îY,        Un{l I  )^  .  .  . 

Un,       a«(/+i),       Wi.  (/+«)%        «,(/+l)3 

Or,  I®  ces  deux  progressions  seront  toutes  deux  conver- 
gentes, si  Ton  a  /<Ci9  et  leurs  sommes,  ainsi  que  la  somme 
intermédiaire  i/„  +  m„^.i  +  etc. ,  décroîtront  indéfini- 
ment si  Un  approche  indéfiniment  de  o  à  mesure  que  n 
augmente  \  2^  elles  seront  toutes  deux  divergentes ,  et  la 
somme  tt„  -h  1/^+1  +  etc. ,  croîtra  indéfiniment  avec  n  si 
/>  I  :  la  série  (i)  sera  donc  convergente  dans  le  pre- 
mier cas,  divergente  dans  le  second. 

Nota.  On  démontre  facilement  que  les  deux  limites  L 
et  /  sont  toujours  égales.  En  effet,  si  nous  donnons  à  m 
une  valeur  considérable ,  les  rapports 


U, 


m^i 


U 


M^a 


U, 


m^n 


U. 


Uj»+i         u«^.«_. 


et  par  suite  la  moyenne  géométrique  entre  ces  rapports 


>r: 
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(  ~fT^  )  d^ff^*^^^  d^  /d'une  quantité  e  aussi  petite  que  Ton 
'  voudra  ;  on  aura  donc 


■  n 


et  en  passant  à  la  limite ,  ou  faisant  n  infini , 

I 

lira.  (U.)»  =L=(l±i}Vl,^lztz*. 

Les  deux  limites  L  et  /  diffèrent  donc  l'une  de  l'autre 
d'une  quantité  e  qui  peut  devenir  aussi  petite  que  Ton 
voudra,  et  sont  par  conséquent  rigoureusement  égales. 

43.  Eln  appliquant  ces  deux  règles  aux  séries  de  Ma- 
claurin  ou  de  Taylor ,  on  obtient  la  proposition  suivante. 

Soit  F (x)  une  fonction  de  x,  et  y„  la  valeur  numéri- 
que de  l'expression 


FC»)  (o)     ou 


F(")(x), 


1.2.3. ../i  i.a.3*«./z 

suivant  qu'il  s'agira  de  la  série  de  Maclaurin  ou  de  la 
série  de  Taylor,  soit  de  plus  4>  la  limite  vers  laquelle 

convergent,  tandis  que  n  croit  indéfiniment,   les  plus 

I 

grandes  valeurs  de  (y»)"  ou  bien  encore  la  limite  unique 
du  rapport  "**"'  ,  ces  deux  séries  seront  convergentes 
toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x  sera 
inférieure  à  -,  et  divergentes  toutes  les  fois  que  la  valeur 

numérique  de  x  surpassera  -  :  en  effet ,  si  l'on  désigne 

par  u^=dti(f^  le  terme  général  de  ces  séries,  on  aura , 

dans  le  premier  cas , 

I 

lim.  (iy«  =  4>x  <  I ,     lira.  î^iî-^  =  iPj:  <  I , 


V 


^' 


i' 


.À 
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et  dans  le  second 

lim.  (U,)"  =  *x  >  I ,     lîtn.  —tl  =  *x  |>  I 
Donc,  etc. 
Exemple:  i".  F(*)=:e',     FW(o)=i, 

"        1.3.3. ..n'        *,  n  +  i' 

*  =liin.  — ; —  =  o  ■<  I,     -   =  00  ; 
n+  I  * 

la  série 

sera  convergente  pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  I^ 
variaUe  x^ 

1°.  On  peut  eu  dire  autant  des  deux  «ëries 


..3^1.1.3.4  5 


En  effet,  dans  ce  cas,  4>  =  lim.  [ 


. 1.3.3. -.1 
B  être  plus  petit  que  i ,  puisque  la  série 


est  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

3".  Si  l'on  prend     F(x)=I(i  +x), 
on  trouvera 

F-{o)  =  (-, ),--•!.>  3.-.(«-i), 
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sera  convergente  tant  que  la  valeur  numérique  de  x  sera 
inférieure  à  l'unité  \ 

4^.  On  en  peut  dire  autant  de  la  série 

taagj:  =  x  — —  4-  —  —  —  4-ctc. 

5*^.  Si  Ton  prend     F(x)  =  (  i  +  x)**,    on  aura 

FC'»)(o)=/é(^—i)...(^  — /!  +  ,), 

I  • 


I 


*  =  ■'  «  =  ■; 


donc  la  série 

I  •  ^ .  o 


etc. 


1 .2 


sera  convergente   tant  que  la  valeur  de  x  restera  infé- 
rieure à  l'unité. 

6®.  On  prouvera  encore  que  ces  deux  formules 


I  h 


h^ 


l(a:  +  A)=l(x)+----+^-3  +  etc., 


X        7,  X*        Z  X 


(x  +  A)"  =*''-|-^  jr''-  ^^K^-Oy'-'  ^.^ 


I  .2 


subsisteront  tant  que  l'on  aura  -  <  i ,  h  <^x. 

44.  On  pourrait  croire  que  la  série  de  Maclaiirin  a 
toujours  F  (or)  pour  somme  quand  elle  est  convergente, 
et  que  par  conséquent,  dans  le  cas  où  ses  différents  termes 
s'évanouissent,  la  fonction  F  (or)  s'évanouit  elle-même; 
il  n'en  est  pas  ainsi.  En  effet,  si  l'on  prend 


-.-G)- 


T{x)  =  e 

la  fonction  F(x)  n'est  pas  identiquement  nulle,  et  ce- 
pendant tous  les  termes  de  la  série  de  Maclaurin  se  ré- 


VEUVIEMB   LEÇON.  ^3 

Supposons  en  second  lieu 

*  X  C  \ 

en  différentiant  d^abord  par  rapport  à  x,  puis  par  rap- 
port à  h ,  nous  aurons 

dx  dx  dx  dx  dx 

dYix^KS     '  '  te-i  C— r  o-— » 

\^2-J  =  m(p,{x).h       +C(p^{x),h       -hy(pix)X      +etc.; 

•  

puisque  la  fonction  F(x+fi)  est  composée  de  la  même 

manière  en  or  et  en  A,  et  qu'en  posant  x  +  /i  c=y ,  on 

a  évidemment 

d¥(x  +  h)^dF  (x)  dy  ^  d¥(x)  ^^  , 
dx  dy     dx  dy  ' 

rfF(x  +  A)  _  rfF(j-)  dy  _  dFjx)  ^^  ^  _dF(x+h)^ 
dh  ^  dy      dh  dy  dx       ' 

dY  (x  -4-  A)    rfF  (x  4-  h) 
Les  deux  dérivées ^ ,  — ^r — -^,  sont  nécessaire- 

€ix  ah 

ment  égales  et  doivent  renfermer  les  mêmes  puissances 
de  h.  Dès  lors,  en  supposant  les  exposants  a,  6,  y... rangés 
par  ordre  de  grandeur,  on  aura 


<ir 


d'ailleurs,  en  faisant  A  =:  o,  on  trouve  9(x)  =:  F  (x)\ 
donc 

^.(x)  =  F'(x),  ♦.(x)  =  !^\  ^,  (x)  =  I!^. . . .  etc. , 

I • 3  1 .2. O 

F(x  +  A)  =  F(x)  +  AF'(x)+— F''(x)  +  etc.  C.  Q.  F.  D, 
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les  deux  séries  u^^  u[y  . . .  u" ^  u" , . . .  et  par  suite  la 
série  i/o  9  Uij..,  Un',  seront  convergentes  si  les  modules 

foj    Px  9   Pif  *  '    P»y 

-  forment  eux-mêmes  une  semblable  série.  On  déduit  im- 
médiatement de  ce  principe  lés  deux  tbéorèmes  suivants. 
4f7.   i®'  Théorème.  Cherchez  la  limite  ou  les  limites 

vers  lesquelles  converge,  tandis  que  n  croît  indéfiniment, 

I 

Tune  des  exprefisious  (p»)"»  -^^'^    la   série   imaginaire 

Pn 

sera  convergente  ou  divergente,  suivant  que  la  limite 
unique  ou  la  plus  grande  de  ces  limites  sera  plus  petite 
ou  plus  grande  que  l'unité. 

a*  Théorème.  Soient  F(x)  une   fonction   imaginaire 
de    la  variable    a:,    et  y„    le   module   de   l'expression 

F('»^(o)  ;  soit  de  plus  4>  la  limite  vers  laquelle 

converge ,  tandis  que  n  croit  indéfiniment,  la  limite  uni- 
que ou  la  plus  grande  des  limites  de  l'une  ou  l'autre  des 

quantités  (?»)",  --^';  la  série  de   Maclaurin  sera  con-> 

vergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  ou  le 

module  de  x  seVa  inférieur  à  ~. 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  la  série  de  Taylor,  il 
suffit  dç  remplacer  l'expressioii 


I  .s.S* . .  /i 


FC«;(o)     par 


1.2.3... n 


F  (")  (x). 


48.  Ce  dernier  théorème  suppose  que  l'on  puisse 
étendre  les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  au  cas  où 
la  variable  x  devient  imaginaire^  or  c'est  à  quoi  l'on 
parviendra  facilement  conmie  il  suit. 

Soit 

X  =  p  -{-  f/  y/ — I  =  r(iosr  4-  V/— I  sin  t) 


DUUSME    LBÇON, 


77 


ï(x)  =  F(o)  +  -  r  (o)  +  -i^  F" (o)  +. 


+ 


On  peut  mettre  le  dernier  terme  ou  le  reste  de  cette 
formule  sous  une  autre  forme  ;  en  effet,  cm  a 

Il  et  It  étant  des  Quantités  qui  s'évanouissent  avec  r;  donc 

^(-)(ô  ,r) + V<I7;cC«)  (ô.r)  ==  (p(")  (o)  4-V/^;^^ 
=  FC'')(o)(cosr+l/^ sin /)«+!, +I.V^ — «  ; 

et  par  conséquent 

F(x)=F(o)+^F(o)  +  ^F>)+...+^^^[F^^^ 

I  étant  une  quantité  , '  ^    ^ r-  qui  s  évanouit 

^  (cosr+l/^^sinO 

avec  r,  et  par  suite  avec  x. 

En  désignant  par  a  une  valeur  particulière,  réelle  où 
imaginaire  de  la  variable  x ,  et  posant 

X  —  a  ^z  z  zn  f  (cùST  -h  K — I  sinr), 
F(x)=F(fl+z)  =  F[£i-f-p(cosT+V/^  sinr)] 

on  trouverait  de  même ,  en  différentiant  par  rapport  à  p, 
(cosr+V/ — I  sinr)'"FC'")[a+p(cosT+V^ — i  sinr)] 

et  en  posant     p  =  o, 

F(tf)  =  fr>(o)+»/:::r,x(o), 

(cosr  4-1/^  sin  r)  F'  (a)=  <I>'(o)+  \/^  X'(o), 
(  cosr  +  \/^  m  r  )*F(")  (a)  =  4>(«)  (o)  +  V^^  XC*)  (o). 
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On  aura  de  plus,  d'après  une  formule  connue , 

xw=x(o)V-x'(o)+-flx"(o)+...+  -— Ç_xc-)(e.,), 

et  Ton  en  conclura 


F(x)= 


F  («)  +  ^  F(«)+^-^=^  F"{«)  +. . 


1.2 


+ 


(x— a)"  r»(»)(o.p)  + y/— 1  xt")(fl.f)-i 

1.2.3.../1L      (cosT+V/HTsinri"     J' 


F(*)=r 


F(a)4.î=f  F' («)  +  (^' F"(«) -H. . . 


I  .9. 


[F('')W  +  I]. 


Si  dans  ces  dernières  équations,  aprèsavoir  posé  j: — a  =  A, 
on  change  a  en  a:,  il  viendra 

1  I    •  « 


+ 


A«- 


I  .2.  .  .(/I l) 


F(»-0{j?)-4. 


A» 


1 . 2.  .  .'/z 


[F(-)(x)  +  I]. 


Lorsque  dans  ces  diverses  formules ,  on  suppose  que  les 
restes 

x"  (pC)  (g,  r)  +  j/^  ;»;(")  (e,  r) 
i.2.3...fr         (cosr +l/^sinr)"       ' 

A"  «D(»)(0,p)  +  t/m  XC")  (g,p) 
1.2.3. .  n        (cosr  +  V^ — I  sinr)" 

Ix"       ^      lA" 

ou  seulement  les  quantités  r , ,  diminuent 

*  1.2. 5. ../i     1.2. 3. ../i 

indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente,  ce  qui  arrivera , 

i^.  Si  X  et  A  sont  des  quantités  infiniment  petites^ 
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a».  Si 


^(.)  (e.r)  i|-  \/^-ix('^  (ô.r) ,     *<•)  (0.  p) + \/:rï  x(-)(e,p) , 

ou  la  quantité  I,  conservent  toujours  des  valeurs  finies, 
on  trouvera 

F(x)=  F(o)  +  'F'{o)  +  ^r'(o)+.. .  etc., 

F(*+A)  =  F{a:)  +  -F'{x)  +  — F"(ar)  +  ...etc.; 

or  CCS  dernières  formules  sont  évidemment  les  formules 
de  M aclaurin  et  de  Taylor ,  étendues  au  cas  où  la  varia- 
ble X  et  son  accroissement  h  reçoivent  des  valeurs  ima- 
ginaires. 

La  seconde  des  conditions  ci-dessus  énoncées,  sera  satis- 
faite si  Ton  prend  pour  F(x)  une  des  trois  fonctions  c*, 
coso:,  sinx^  et  par  conséquent  les  séries  qui  donnent 
ces  fonctions  seront  convergentes  pour  une  valeur  finie 
quelconque,  réelle  ou  ifioiaginaire ,  de  la  variable  x. 
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on  trouvera 


^{a) 


^(x—a)^^ 


^C«-0(a)         ^*(fl) 


f 


Ç>('"+0(a)(x — fl) 


1 .2. ..(m — i)    or— fl         i.2«..//i       1 .2...m.(m-|-i) 


(• 


I .2. . . n 


{&\a)+l\ 


A  Taide  de  cette  dernière  formule  on  pourra  donc  en- 
core développer  F  {x)  suivant  les  puissances  entières  et 
ascendantes  de  x  — a\  seulement  les  m  premiers  termes 
du  développement  renfermeront  des  puissances  négatives 
de  cette  différence.  Si  Ton  fait  /i  =  m,  il  viendra 

p.y.-    ^W     ,       »'(")      ,    '         »"W 

^  '       (X  — a)*       (x  — a)*"'        1.2     [x  —  «)*"■ 


(x  — a)*       (x  — a)*"'       1.2     {x  —  a) 


1  .2  .3  .  .  .  /7t 


+  1. 


i.2...(/ii  —  i)   [x  —  a) 

y(«)  (a)  conservera  en  général  une  valeur  finie  ^  c'est  ce 
qui  arrivera  en  particulier  si  f{pc)  et  î{x)  sont  deux 
fonctions  entières  de  x,  c'est-à-dire  si  F(j:)  devient  une 

fraction  rationnelle  jj^  \  alors ,  en  désignant  par  m  le 

nombre  des  racines  de  l'équation  i{x)  =  o  égales  à  a, 
par  n^p  ^  q...  le  nombre  des  racines  égales  à  i,  c,  rf,... 
et  par  N  un  coefficient  constant ,  on  aura 

î[x)  =  '^{x  —  aY (x  —  bY{x  —  c)K  . . , 


N(x — *)-(x  —  c)P... 


On  obtiendrait  çC«)(a)  en  différentiant  m  fois  cette  der- 
nière expression,  et  remplaçant  x  par  a,  or  l'on  voit  évi- 
demment que  ç^*^  (a)  ne  devîcîndra  pas  infinie  pour  x=a. 
T.  I.  6 
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De  plus,  en  posant 


*"(«)_ 


1.2 


1 .2.3. . .  (m— i}  ^  '        1.2.3. ..m 


on  trouve 


+ 


A«_. 


f(x)       (x—  a)-   ■    (x  —  a) 


I— I 


A, 


+  *:  W- 


./I^), 


50.  La  fraction  radonneUe  77-4pcut  donc  être  dëcom- 

posée  en  deux  parties  dont  Tune  est  la  somme  de  pla- 
sieurs  fractions  qui  offiîront  des  numérateurs  constants, 
et  qui  auront  pour  dénominateurs  les  puissances  de 
X — a,  tandis  que  Tautre  partie  ;((x)  conserve  une  valeur 
finie  pour  x  =  a. 
En  représentant  par 


par 


Bu  Br— I  I  Bi 

(x— *)•"•" (x—*)—  ••  ■*"iirï  «te...., 

« — C)P  (x— C)!»    ■  X C  ' 


ce  que  devient  la  suite  7 ^^-  ...  H '-—  ,   quand 

*  (x— fl)*  X  — fl  * 

on  y  change  tour  à  tour  a  en  &,  c,  ^. . . ,  m  en  11,  p^ 
q  y  etc. . . . ,  les  différences 

/(x)  iU  A. 


•  •  • 


f  (x)        (x  -  a) 
B.  B,       /(x) 


C. 


m  

f(x)'~(x  — *)• 7:13 '  f(x)       (x  — «)'••••      X  — e* 

ne  deviendront  plus  infinies,  la  première  pour  x  =  a, 
la  deuxième  pour  x  ^b,  etc. ...  ;  de  sorte  qu'en  posant 


/(*)  _      A. 


A. 


f 


B. 


(x)~U— a)-**""^x  — a"^(x— 6) 


...4 


B. 


X— » 


...+  Q, 
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OU 


/w 


A, 


B 


f(x)       (jr— a)"''*        x-^a      (x  — é) 


5^   -0 


X' 


Q  ne  deviendra  infini  pour  aucune  des  valeurs  x  =  a, 
X  =  b, . ,  D'ailleurs  aucune  autre  valeur  de  x  ne  peut 
rendre  la  dififérence  du  premier  membre  infinie,  Q  ne 
devient  donc  infini  pour  aucune  valeur  de  x^  ce  qui  exige 
que  Q  soit  une  fonction  entière  de  x. 
Enfin  si  Ton  pose 


A„-«       •  A,      ,        B« 


(x— £l) 


B.  C;>  _  ^ 


R  sera  aussi  une  fonction  entière  de  x ,  car 


f  (x)  =  (jr  —  a)  *  X  (j:  —  *)'•..., 


etr 


on  aura 


/W_JL 

f  (x)  -  f(x) 


Q,     /(x)  =  Qf(x)-(.R. 


On  voit  sous  cette  forme  que  les  deux  fonctions  entières 
Q  et  R,  dont  la  seconde  est  d'un  degré  infériei^r  ^  celui 
de  f  (x),  représenteront  évidemment  le  quotient  et  le  reste 
de  la  division  de  f{po)  par  i(x). 

51.  L'équation 


f  (x)  ~  ^  ^  (x  —  a)"  ^  (x  —  a)--«  • 


A. 


x  —  a 
B. 


"^1:^-1  h\''^ix—'h\'-    •••  +  ^lil "*■«•*=•  •• 


(x-  *)' 


renferme  le  théorème  suivant  :  soit  7:7-^  uj>e  fraction  ra- 

f(x) 

6.- 
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coïncident  avec  celles  des  produits 

i.^a/-^     U-b/^     (.-c)M 

correspondantes  k  x=z  a^  a:  =  J,  x  =  c. ...  Toutes  ces 
fractions  deviennent  ~,  mais  on  obtiendra  leurs  véritables 

G 

valeurs  en  di£férentiant  d'abord  haut  et  bas,  ce  qui  donne 

(x^a)f'{x)+f{x)     (x—b)f'{x)+f(x) 
i'(x)  '  f'(x) 

{x  —  €)/'ix)+/{x) 


f'(x) 


CVC.  •  •  •  • 


et  faisant  ensuite  x  =  a  on  x=by  etc. , . . .  on  aura  ainsi 

A    -fi")      B    -^*)     C   -^ 

'-T{ây  "•  -  ('(b)  '  S'  ~  f'(c)' 

D'ailleurs  réquation 

f(x)  =  N  (x  —  a)  (*—  A)  (x—  c). . . 
donne 

f'(x)  =  N(x  —  i)  (x — c).. .  ■+•  N(x  —  a)  (x  —  c)...-+-etc. , 
f'(a)  =  N(fl  — *)  (a  —  c). , .  r(*)  =N  (b—a)(b—c)..., 


donc 
A.  = 


/(«) 


,  B.  = 


/(*) 


etc.). 


On  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  première  de  ces 
valeurs  et  par  suite  toutes  les  autres  de  Técpation 

'^^^^  f(x)         ~N(x  — *)(x— c)' 

d'où 

k.=(p{a)=— {p — r— ,  B.=^6)=  -^ff  ,  etc. 


Cela  posé,  on  aura,  si  le  degré  de  f^x)  est  inférieur  à 


A. 


B, 
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G_HV/— I 


_aG(x  —  m)  —  aHg 
~~     (x — a)»^^»     ' 

Les  deux  fractions  correspondantes  à  deux  racines  imagi- 
naires se  réuniront  donc  pour  en  former  une  seule  dont 
le  numérateur  est  une  fonction  réelle  et  linéaire  de  x, 
et  le  dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré. 

53.  On  pourrait  imaginer  diverses  méthodes  pour  arri- 

ver  à  décomposer  la  fraction  rationneUe  777— ;  en  fractions 

^mples^  mais  ces  diverses  méthodes  fourniraient  nécessai- 
rement les  mêmes  valeurs  des  coefficients  Ai,  A„ . . .  A„_i, 
Bf ,  B,, . . .  B„_, ,  etc. . . .  Pour  le  démontrer,  reprenons 
Téquation 

/W_n   ,        A,  A,,,  .A,  B, 

B«_x  B 


4- 


(x— *)»-« 


—b 


etc., 


et  posons 


^  ^  ^^ (x—by^ (x — *)"-'^     {^ — ^y 

=  4(x)(x  — fl)*, 

^j(x)  sera  une  fonction  entière  de  x,  et  nous  aurons 

Ami{x)  A^.tfW  .     A,f(x)  \m    t/    \ 

^  '       (x — aY       (x  — fl)"    '  (x— a)       ^      N        ^ 

Or,  si  dans  cette  dernière  équation,  après  avoir  posé 
j:  =a  + ^9  on  développe  les  deux  membres  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  A ,  on  aura ,  en  remarquant 
que  la  fonction  î{pc)  s'évanouit  pour  x  =  «,  ainsi  que 
ses  dérivées  jusqu^à  celle  de  Tordre  m  exclusivement , 


»1 
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Exemples  : 


.0.  F(x)=474  = 


,/(x)=i,/'(x)=o, 


f(a?)""(ar— i)*(x+i)' 
f  (x)  =  (x —  1)»  (jp+  1),  fl  =  I,  /7i  =  a,    6=r— I,  11=  I, 

f''(x)=a(ir— i)+a(jr+i)+2(x— 1) 
A,=^'(«)=_i.,      B.=  (P.  (*)  =  !; 


i'où 


(x— i)»(a:+i)       (x —  i)»       X — *i        x+i 

I 


'        +         ' 


"-2(x— i)»     4(^—0     4(^+1)' 

/(ar)_       I I  Ax        .        B, 


a^.V^^'  = 


{(x)  ~"a?*—  i  ~"  (jr+  i)(ar—  1)  ""  (x  —  i)  ^  (^-h  0' 


d'où 


I      1 


I       I 


X»  —  I       a«— I       a«+i 


/*fx)           x" 
3°.  "^^  =  -^j ,      m.  étant  plus  petit  que  n.  On  a 

1 1 X I  X    ^^~   I 

/(x)  =  x",     f  (x)  =  X»  —  î,     f '(x)  =  nx"-'. 
Toutes  les  racines   a ,    h  ^   c  ^    etc.  ,    de    Tëquation 


■ 


?. 

i 
l--' 


If 
.1 


4  ■  I 

*  ; 

■ 

■• 
I    • 


■1 
■    I 


i.. 


I 


A 
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œ"  —  i:=o,    OU    af  =:  1,  sont  in^a 
dans  la  formule 


k  reprësenUnt  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  -  : 
de  plus ,  pour  chacune  de  ces  r 


=  -  I  ces — '^ ■ — '—±V^ — I  sin — i —  r 

n\_  n  «  J 

On  obtiendra  la  valeur  des  coetScients  A) ,  Bi,  C] , . . .  eic. , 
en  donnant  tour  à  tour  à  k,  dans  cette  équation,  toutes 

les  valeurs  depuis   k  =o  jusqu'à  k  :=  ~ ,  puis  on   les 
substituera  dans  l'équa^on 

en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  imagi- 
naires conjuguées ,  etc. 
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Suite    des   applicatioos   analytiques. 


Sixième  application.    Conséquences  de  quelques-unes 
des  formules  précédemment  obtenues. 


54.   Reprenons  les  séries 


I  1.2  i.2.3 


etc.    y 


cosj:=z  I  '— 1- 


1 .2        I .2.3.4 


X  x^ 

1  1.2.3         1.2. 3. 4*5 


^^■"     ...       etc.   y 

—  ...  etc. 


Ces  sérieà^  comme  nous  Pavons  vu,  subsistent  quelle  que 

soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  attribuéea  la  variablea:; 

on  peut  donc  les  étendre  à  tous  les  cas  possibles,  et  les 

considérer  comme  pouvant  servir  k  fixer  le  sens  des  trois 

notations 

^,  cosx,  sinir. 

En  changeant,  dans  la  première  de  ces  équations,  x  en 
x\a,  on  aura  pour  définir  Texpression  a', 

.1  .  ^^  . 


Ifl»  J Lj5  +  . . .   etc.  : 

I  .a  1 .2.3 


si  Ton  y  change  x  en  x  V^ — i ,  ou  en  —  x  V^  — i ,  on 
trouvera 


e  =:   I  -i ■ 


X»         x^  \/—i  j^       x^ 

1.2         I .2.3         I .2.3.4 


H =—7—7:+  ..  .  =  cosx-f-  K — I  sin.r  , 

1.2. 3. 4-5    • 


DOUZIÈME    LEÇON. 


93 


On  aura  encore 


l/ZIi 


ÇOBX' 


-i  smx 


^U^i 


=  cosx  -  i/^sinx, 


^  cos  /îw  —  K  — I  sin  mx. 


(ces  x+  \/ — I  sin  x)*      efnxi/^ 

Ainsi  pour  diviser  par  (cosor  +  \^ — i  sinx)**,  ilsufiStde 
multiplier  par  cos  mx  —  V^—  i  sin  mx. 

55.  En  partant  des  mêmes  principes,  il  sera  facile  de 
fixer  le  sens  des  notations 

x',     A'y    liXf    sinx,    cosxy 

dans  le  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire. 

Nous  avons    dit    que    toute    expression    imaginaire 

a  -\~S  K—T  pouvait  se  mettre  sous  la  forme 

r(cos^+'  i/^ — 1  sin^)  ; 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 

a 


S1B^  = 


v/; 


c  c 

,     f3=arctaDg- 


Si  Ton  désigne  par  r  la  plus  petite  valeur  absolue  de  Tare 
qui_ar^  pour  tangente,  cet  arc  sera  compris  entre  -et 

;  cosr  sera  essentiellement  positif,  et  si  Ton  suppose  a 

positif,  on  aura 

COSr  = —  -1      smr=: 


v^«>  +  c>' 


v^ 


cosr=co8ry     8m^  =  sinr, 
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propres  à  vérifier  les  équations 

x"  =  r"  (oos/if  +  |/— ï  9innt)  =  i 
x»=:r*(oos>ir  +  l/-— î  sin  «/)=:  — 

or  on  satisfera  à  la  première  en  posant 
r=  I,  cosnt  =^  I,  sin/ir=  o,  nt  =dz  a^sr,  /=rt 
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ï; 


^k'jr 


n 


et  à  la  seconde ,  en  posant 

r=i,     cosntzzzty     sin/2r=Oy     /i^=db(2A+ 1)«-,* 


n 


on  aura  donc 


((i))"  =  €08 — —  ±  \/ — I  sin ' 


n 


j  sin  — T. 


Ces  équations  fournissent  pour  chacune  des  expressions 

II 
((i))"i  (( — i))",  n  valeurs  distinctes  que  l'on  obtiendra  en 
donnant  tour  à  tour  pour  valeur  à  aXi  tous  les  nombre» 
pairs,  ènik+i  tous  les  nombres  impairs  compris  entre 
o  et  n  inclusivement.  Il  est  facile  de  démontrer  qu'il 
suffit  de  donner  à  aXi  ou  à  2X1  + 1  ces  deux  séries  de  va- 
leurs. En  efiet,  i**  soit  v  le  nombre  entier  le  plus  rap- 
proché du  rapport  —,  la  différence  entre  les  deux  nom- 
bres V  et  —  sera  tout  au  plus  égale  à  j,  en  sorte  qu'on 

aura  —  =  v  db  — ,    —  désignant  une  fraction  égale  ou 
n  n       fi 

inférieure  à  j ,  et  par  suite  k  im  nombre  entier  infé- 
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rieur  ou  tout  au  plus  égal  à  -  ^  on  en  conclura 


—  =  2F9r  i 


n  n 


' — > 


^kw    .    :  y .     a^îT  nA'w  ,  ,  -/ .    ai^i 


cos  — —  3Z  K  —I  sîn =  C08 ±  V^— i  sin 

n  n  n 


et  par  conséquent  toutes  les  valeuis  de  ((i))'*  seront  com- 
prises dans  la  formule 

2^'sr  _.     *    > .      2itV 

cos ±  V — t  sm , 

n  n 

« 

si  Ton  suppose  nk'  renfermée  entre  les  limites  o'  et  n; 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  la  formule 

I 

//    \\M        cos  2  Air    _.     _  y .     2^jr 

((Or  =  — ^—  ±v--i^-;r' 

si  Ton  y  suppose  2X[  renfermé  entre  les  mêmes  limites. 
Soit  de  même  v  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  du 

rapport —  :  la  différence  — '-^^ entre  les 

'^^  2n        ^  271 

nombres  v  et ,  est  évidemment  une  fraction  de 

2/1 

numérateur  impair  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  \ , 
en  sorte  qu'on  aura 

a^+i  .    aX-'  +  i 

:=  9  "HZ , 

un  2« 

2A^+  I  désignant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur 
k  riy  on  en  conclura 

(2*H-i)»-  .    (aifr'+iW 

^ L^  z=z  2fW  ±  ^ = —  , 

n  n 
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ces  i —  ±K— I  sin  ^ 


I 
n  n 


=  cos^ ' — ^— ±:  V — «  sin  —  > 


n  n 

I 


et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  (( — i))"  seront 
comprises  dans  la  formule 

(aX-'+i)»-    .    . y .     (2it'+l)»- 

ces  ^ ■ — ^  ±  V  —  I  sin  ^ '    *    , 

n  n 

si  Ton  suppose  2  /['  +  i  renfermé  entre  les  limites  o  et  n , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 

//        \\«  (2*  +  i)  «■  _L.i^ •    (2it4-i)îr 

((— i))*  =  cDsi ■ — - —  ±V  — I  sm^ — ^— , 

si  Ton  y  suppose  aft  -f-  i  renfenné  entre  les  mêmes  li- 
mites. 

Si  n  est  pair,  7k  pourra  être  tour  à  tour  égalé  à 

o,  2,  4v  (^ — ^)î  'ï?  ïcs  valeurs  o  et  w  donneront  pour 
I 

((i))"  deux  racines  réelles  + 1  et —  i ,  chacune  des  autres 
valeurs  en  nombre donnera  deux  valeurs  imagi- 
naires conjuguées.  Dans  le  même  cas,  aXt -|-  i  pourra 
recevoir  les  valeurs  i,  3,  5,...  (n  —  1)5  à  chacune  de 

ces  valeurs  en  nombre  -  correspondront  deux  valeurs 

imaginaires  de  l'expression  (( — i))". 

Si  au  contraire  n  est  impair,  2^  pourra  recevoir 
toutes  les  valeurs  o,  2,  4?*««  {^  —  ï)î  *  J*  première 
correspondra  une  racine  réelle  et  unique  -|-  1 ,  et  cha- 
cune des  autres ,  en  nombre ,  fournira  deux  valeurs 

2 

T.  I.  '  n 
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m 


m 


dut  que  toutes  les  valeurs  de  ((i))  "  ou  (( — i))"  coïncident 

I  I 

avec  celles  de  ((i))"  ou  (( — ï))" . 

4**.  Sî  a  =  —  m,  on. aura 

x"*  =  f^  (co8  mt  —  V^  — I  sin  mt)  ; 


5®.  Quand  a  = ,  on  a,  sî  a  > o, 


((x))  ~  »  =  r~"/co8^  r  —  W''II7 nn^  rj  ((i))      "  ; 
si     «  <  o , 


(W) 


m 

n 


m  m 


et  Ton  reconnaîtra  que  les  diverses  valeurs  des  expres- 


m 


m 


sîons  ((i))"  ,  (( — i))     "  ,  coïncident  encore  avec  les  di- 
verses valeurs  des  expressions  ((i))**  et  (( — i))**. 

En  résumé,  a  étant  une  quantité  quelconque  positive, 
négative,  entière ,  fractionnaire,  et  x  une  quantité  ima- 
ginaire a  '■\'^  \/ — I ,  on  aura,  si  a  > o, 

((a?))*  =  r«  (  cosflT-f-V^ — >  sId^it)  ((i))*;. 
si    a  <  o , 

{{x)Y  =  r*  (  cosar  +  \/^i  ûxaar)  (( — i))*; 
((i))«  =  cosa^asr  +  V^  —  i  sîiiaAasr, 
((*—!))•  =  cos(a^+i)ajr-!-l/ — i  8in(2^-|-i)<iîr. 


On  désigne  par  la  notation  particulière  o:*,  celle  des 
valeurs  que  Ton  obtient  quand,  a  étant  positif ,  on  prend 


•  • 
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ginaires  dey  ou  de  z,  propres  à  résoudre  les  deux  équa- 
tions 

eT  •=.  x^      a*  =  X, 

ces  diverses  valeurs  seront  les  logarithmes  de  x ,  calculés 
dans  le  système  népérien  et  dans  le  système  dont  la  base 
est  a;  nous  les  désignerons  parles  notations  1  ((x)),  L((a:)). 

Or  l'équation  a'  =  e''^  entraîne  la  suivante, 

on  aura  donc  toujours  L((jp))  =    \      ,  de  sorte  que  pour 

obtenir  les  logaritlimes  de  x,  dans  le  système  dont  la  base 
est  a,  il  suffit  de  diviser  par  1  a  les  logarithmes  népériens 
de  la  même  variable. 
Posons 

Véquation  e-''  =  x  donne 

et  si     a  >  o, 

tf^(co»^  +1/— isin^)=  r(sinT+  l/— i  sinr)y 
ePzzir^    pz:z\r^    cos9=oosry    sin9=:sinry   y=T±2X^«'; 


si     a  <  o, 

^/>(co89  +  V/ — I  sin^)  = — r(co5T  + 
erzzzTy  /?=lr,  cosy  =— cosr,  sin^  =— ^r,  q: 

On  aura  donc,  si     a  >>-  o, 


— I  sinr), 


l((x))  =lr  +  r  V/^  ±  a^îT  V/^^; 
si     a  <  O,  ^ 

l((x))  =  lr+  r  V/^  i  (2X-  +  i)xV/^. 
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q ,  que  l'on  substituera  dans  l'équation 

arc  sin  ((x))  =/?  +  q  \/  —  i  • 

{Voyez,  pour  plus  de  détails,  \ Analyse  algébrique 
de  M.  Cauchy,  chapitre  IX,  ou  le  Traité  de  Calcul 
différentiel  du  même  auteur,  onzième  leçon.) 

60.  Nous  mettrons  fin  à  cette  digression  en  étendant  à 
des  valeurs  imaginaire^  quelconques  des  variables  x  ou/, 
{es  formules  connues 

(W)'x(W)*  =  ((x))-+S 
<?'«?/  =  tf*+/, 

cos (or  +y)  =  cosx  cmjr  —  sinx  sin/, 
sin(a:4-/)  =  sinx  cos/  -+-  sin/  cosx, 

L((xr))  =  L((a:))+L((r)); 


!«>.       ((x))«  =  r«  (cosflr  +  V/^  sinar)  ((±i))% 
((;p))*z=:  r*(cos^r+  V/^sin^r)  ((±l))S 

donc  ((^))-  (  Wy 

=  r-  +*oos[(a+*)r  +V/^sin  (a+^)r]  ((±i  ))•+*  =  (W)-*"*; 

2«.      ^'  =  /'^^^'^^  =  ff*(cosC-hl/I^sinC), 
ifi?/=i?*€-'[cos(f  +  CO+V^''--' *™(^  •♦"♦^'^1 

4**.    cosa?=cos(,«  +  ÇK  — ï  J= ^s» 


!? 


ef-e-« 


in  et  Y— \  ^ 


sm 


io4 
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cos 


:r=co8(«'+ff'V/=^)= 


e^'+e-'' 


COSi 


C        — C 


sinet 


i/^. 


cos  (* +^)  =  cos  [  (•+ «') -h  (  c  4- C)  V/^  ] 


= -ï^ cos(«+«')— I — ! — sin  («-Ht')  V^^t 


e^+f'+e-^-^' 


(cos«cos«'  — sinasin*') 


/+^'_^-^-^ 


(sin  «  co5«'+  sin  a'  cos  «)  l/— i 


.=:  cosxcos^  —  sinx  sin^. 
On  trouverait  de  la  même  manière , 

sin  (^ +/ )  zz:  sin  X  cos  ^  +  sin  ^  cos  X , 
et  par  suite, 

sinf -  — 4r  j  =  cosd?,      cosf -— a?  )  =sinx,  etc. 

5*.  On  a  identiquement 

d'où 

^  _  jl  «ay))  _  ^  ((*))  +  I  ((  J-))^    ^m  + 1  ((r))  -  1  ((:0'))  _  ,  ^ 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  l'exposant  du 

premier  membre  sera  de  la  forme  d:  aftirK— T,  on  aura 
donc  définitivement 

>  (W) + 1  ((y))  - 1  (M)  =  ±  2*-v<=^. . 
1  (M)  =  I  (W)  + 1  (M)  ±  2*,v<:ri , 

OU  plus  simplement 

1  ((*r))  =  i  ((*))  + 1  ((r)); 

car  on  ne  change  rien  au  logarithme  d'une  quantité  ima- 
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ginaire ,  quand  on  y  ajoute  ±  nhn  l/— i ,  qui  y  est  déjà 
compris,  puisque  1  ((x))  est  égal  à  la  somme  1  ((a:))-+-TV^ — i 
augmentée  de  ±  ^ki:  V^ — i ,  ou  de  di(aft-+-i)7rV^ — i. 

Nota.  Les  équations 

((x))-  ((*))»  =  ((x)).**,     1  ((x))  H- 1  (ix))  =  1  ((xj)), 

sont  vraies  dans  ce  sens  seulement,  qu^à  chaque  valeur  du 
premier  membre,  on  pourra  faire  correspondre  une  va- 
leur égale  du  deuxième. 

61.  On  peut  enfin  appliquer  les  principes  établis  ci- 
dessus  à  la  résolution  des  deux  problèmes  suivants  : 

Problème  i*"".  Transformer  sinmx  et  cos  ma:  en  un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
sin  X  et  cos  x. 

Solution.  Les  deux  équations 


(co5x+  K  — I  5in4?)"'=cos/iMr  -|-  V^— I  sinmXf 
(  COS4? —  V^— I  sinxj^zi:  cosma:  —  V^— i  sinmx, 


dpnnent 

(cosjc- 
cos#itx=^ 


— I  sinj;)"  +(cosx— V^ — i  sinx}" 


sm  iitx  = 


_^(cosjr+  {/ — 1  sin  x)r —  (cosjt— j/^— i  sinj?)* 

Si  après  avoir  effectué  les  développements,  on  égale  de 
part  et  d'autre  les  parties   réelles  et  les  coefficients  de 

— I,  on  trouve 

m(m  —  i) 
coèmx  =:  cos*j:  —  -~^ ^ cos"*"** sin *x 

I  .2 

m{m  —  i)  (m  —  a)  (m  —  3)  * 

H ^ — ■■ —         ^'  / cos  '^^x  8in*4>+-. .  .etc. , 

î.2.3.4 

m                .        m  (m'i)(m-2)  ,      .   »     . 

sinmx=— cos^'xsmd: i ^-^ — icos'^^xsm*4?-f-...etc. 

I  1.2.3 


'. 


• 


r 


K 


■ 

r 

î\ 

f  : 
I 

'■'il 

I 


1 
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Exemples  : 

COS2J:  =  cos*x  —  sin*j:,     sinsix  =  2sinjr  cosx, 
cos3x  =  cos'x — 3  cosx  sin  *x ,   sin  Sx  =  3  cos*x  sin  x—  sin  ^x. 

Sî  dans  le  développement  de  cos  mx,  ou  de  sin  ma:^  on 
met  à  la  place  de  cos'x  sa  valeur  i  — sin'o:^,  on  trouvera, 
en  développant,  i**  si  m  est  pair, 

mfm —  I    .    i\   . 
cosmx  =:  I h  ~    sin  »x 

I     3     L        a. 4  a     a       a  4J 


sinmrscosx 


!m  .  m(m— a)r(m— î)  .  31  . 

I  1.3      1      a  al 


^-  Isin^x 
L      2.4  a    a    a4j 


.  wÇw-a)  (m— 4) r(m-i)(m-3)  .  (m-i)5  .  5 3 


2**.  Si  m  est  impair, 


co«mx' 


/  (m — i)  /m       A    . 

=:COSX<         .  _         >.  -      / 


rm(m— a)      m   3^  3    il  .   ^         Y' 
L     a.4  a    a      a   4J  ; 


(m— i)  (m— 3)  pm  (m — a)  ^"•3,3    i' 
1.3 


m    .             m  (m— i) /m  — a    .   3\    .  , 
sm  i?ir  =  —  sin  X i — - — i-  -  )  sin*  jt 

I  1.3       V     ^  V 

.  m(iit— i)(m— 3)r(/w— a).(/w— 4)  ,  (/ii->a)  5,5  31 

1.3.5         L  a. 4  a        a     a  4J 

Ci  dans  ces  équations  on  change  x  en x^  et  si  Ton 

pbserve  que  Ton  a ,  pour  des  valeurs  paires  de  m^ 


cosmx 


m 

cos  (m  -  —  mx ]  =  ( _  | ^ 

m 

'"va  —  '»»^)  =  (— 0*        sinmx. 


DOUZIEME    LEÇO>.  I07 

et  pour  des  valeurs  impaires  de  "i, 

sin  (m mxj  ={ —  i)    '     cosmx; 

on  trouvera  les  développements  de   sin  mx  el  cosnu:, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cosx. 

a"*  Problème.  Exprimer  les  puissances  entières  de 
sinx  et  de  cosx  en  fonctions  linéaires  des  sinus  et  des 
cosinus  des  arcs  multiples  ax,  3x,'etc. 


COS«+  K  — I  sm;c  =  «,   COS*-^  K  — I  s\nx:=  v, 

d'où 

3C09dr=:((  +  l',     2  K^l  8in*=:H  —  c,    KC^I, 

=  cos  m ,    y=  =  sin  n*. 

Cela  posé,  on  aura 

-t-muo—'-i-»-, 
2-Mn- Jt(y<II7)-  =  {«  —  o)"  =  B-  —  mi*--*  P 

et  si  m  est  pair, 

a"-«co»"a;=co»™r-) — «»(fe-a)*H ^ ■  coa(fli-4)«4---- 


■■•("-) 
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OiflénntieUesdss  bnctioiu  eiplieitea  od  Implicite»  de  pluiieun  Tiriablei 
iDdépendBDlet. 


Q84.  Soit  u  ^  F(  x,j)  une  fonction  de  deux  variables 
indépeDdantes  x,  jr^  donnons  à  oes  deux  variables  des 
accroissements  simultanés  Ax,  Ay,  l'accroissement  ^1 
de  la  fonction  sera  donné  par  l'équation 

Au  =  ¥{x  +  i^,  x+  c^x)  —  Ft*.  y)~  P(*  +  ûx,  y)—Y{x,  y) 

mais  d'après  im  théorème  souvent  rappelé,  nous  aurons,  en 
désignant  par  F],(x,y),  F^ix,j),  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  F(x,  jr),  prises  par  rapport  à  x  ou  par 
rapport  à  j',  par  F^  (x,  y) ,  la  dérivée  par  rapport  à  x 
de  la  dérivée  prise  d'abord  par  rapport  kj,  et  par  t, ,  Ci, 
Cg,  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Ar,  ^j, 

F(«+a«,  y)  —  F(i,  y)  =F^(j:,  j-)ai  +  i,4*,, 
V{x-]-lix,y-\-liy)—Y(x+^x,y)=V'^{x+ùx,y)^y-^l,^y, 

V'^ix+nx,  y):r=V'^{x,  y)-\-  F;^(a:,  j-)  ii-t-ijûx; 
on  a  donc,  en  remarquant  que 


dx         ■' 


dy  ^-      "       dxdy 

du  du  d^u 

L'accroissement  Au  se  compose  donc  enoore  ici  de  deux 
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+  hùyM  +  k  'àzàx  +  k  "ij'ûï , 


équation  que  l'on  écrirait  plus  correctement  de  la  ma- 
nière suivante 

da  =  d,u+d^u+  d,tt. 

La  marche  que  nous  venons  de  suivre  est  indépendante, 
on  le  voit,  du  nombre  des  variables,  et  dès  lors  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant:  en  appelant  diffé- 
reotielle  d'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes,  la  partie  de  l'accroissement  Au 
qui  est  proportionnelle  aux  premières  puissances  des  ac- 
croissements Ax,  Ay,  Az-,  cette  différentielle  du  sera 
toujours  égale  à  la  somme  des  différentielles  partielles  de 
la  fonction  «,  prises  tour  à  tour  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  comme  si  les  autres  étaient 
constantes. 

Remarque.  Dans  le  cas  où  x,  étant  seule  variable  indé- 
pendante, u  se  trouvait  déterminé  par  les  équations 

nous  avons  trouvé  aussi 


Cette  dernière  équation  a  donc  lieu  et  dans  le  cas  où  une 
seule  des  trois  variables  est  indépendante,  et  dans  le  cas 
où  elles  le  sont  toutes  trois.  Mais  dans  ce  det^ier  cas , 
dx,  ify,  dz  désignent  les  accroissements  arbitraires  attri' 
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peut  se  mettre  sous  la  forme  u  =  f{x,  s),  z  étant  une 
fonction  de*;  dans  le  second,  sous  la  forme  u^f(y,  r), 
z  étant  une  fonction  de^,  et  l'on  a 

âju  à,u  dt 


mais  z  est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
Xjj',  et  par  conséquent 


don 

c  enfin 

ou 

du=zd^a  +  d^u+d,i 

dr  +  " 


Telle  est  donc ,  dans  tous  les  cas,  la  forme  que  prend  la 
différentielle  d'une  fonction  explicite  de  plusieurs  varia- 
bles dépendantes  ou  indépendantes. 

65.  Pour  obtenir  avec  facilité  la  ditTérentielIe  d'une 
foucUon  implicite  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
il  suffit  d'observer,  i°  que  si  deux  fonctions  d'un  nom- 
bre quelconque  de  variables  sont  égales  identiquement, 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
variables,  leurs  différentielles  partielles,  et  par  suite 
leurs  différentielles  totales  seront  aussi  identiquement 
égales  -,  2°  que  si  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
nulle  identiquement,  sa  différentielle  totale  sera  nulleaiissi . 
L'équation  u^V{x,j^  z...  etc.)^o,  entraîne  donc  les 
T.  I.  8 
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suivanles 

du  ,        du  ,         du  , 
ùu  =  o,    du  T=  -^  dx  +  -^dr  -\'  -r  df  +  ..•  etc.  =  o. 
dx  dy  ^        dt 

A  l'aide  de  cette  dernière  équation  on  pourra  détenni- 
uer  la  différentielle  de  Tune  des  variables  considérée 
comme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres.  Si,  par 
exemple,  il  n'y  a  que  trois  variables,  on  trouvera 


di 

du 

dl 

Exemple  : 

*'  +  r'  + 

di::=—-dx—^dy. 

■o 

Silesvanablesx,^^,  z, . . .  au  lieu  d'être  assujétiesà  une 
seule  équation  de  la  forme  u  x=  o,  étaient  liées  par  deux 
équations  de  cette  espèce  u^o,  c^o,  on  aurait  en  même 
temps  les  deux  équations  du  ^  o,  dw  ^  o,  à  Taïde  des- 
quelles OD  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
des  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

En  général,  si  n  variables x,jf^,  z. . .  sont  liées  entre 
elles  par  les  m  équations  u^o,  c=o,iv=o,...  on 
aura  en  même  temps  les  m  équations  différeoti elles 

du^  o,     dv  =  o,     dw  =  0, . . . 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  différentielle» 
de  m  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

64.  Considérons  comme  ras  particulier  une  fonction 


»1 
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homogène  de  plusieurs  variables x^y^  z...  On  dit  qu'une 
fonction  est  homogène,  lorsqu'en  faisant  croître  ou  dé- 
croître toutes  les  variables  dans  un  rapport  donné,  on  ob- 
tient pour  résultat  la  valeur  primitive^ de  la  fonction  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  ce  rapport^  l'exposant  de 
cette  puissance  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
En  conséquence,  F(a:,  j^,  ^,. . .)  sera  ime  fonction  de 
X,  j^,  js, . . .  homogène  et  du  degré  a ,  si  f  désignant  une 
nouvelle  variable ,  on  a 

F(to,  tr,  tz,,..)  z=  t^¥{x,  7,  2,...). 

Cela  posé,  différentions  par  rapport  à  t  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation.  La  dérivée  du  second  mem- 
bre est  a^'"*F(x,  j^,  z)  :  en  posant 

tr  =  a,     ç^  =  p,     /2  =  w, . . .  I     ' 

le  premier  membre  devient  F  (a,  i',  tv, . . .  ),  sa  dérivée  est 

d¥  du       dF  dç       dV  dw 

"r-  "r  +  T-  :;:+^-"T-  +  etc. 
du  dt        dv    dî       dw  dt 


Nous  aurons  donc,  en  remarquant  que 


du  dtf  dtP 

dF"'''     dt-^^'    'di 


~JI  —  ^>      jI  —  y  y     "37  —  *  »  ^^*  > 


et  en  faisant  f=  I,  ce  qui  donne  m =x,  i^  =^,  tv  =  z,... 
dF    ^       dF    ^      dY  -.  . 

Cette  équation  renferme  un  théorème  que  l'on  peut  énon- 
cer comme  il  suit  :  Si  l'on  multiplie  les  dérivées  partielles 
d'une  fonction  homogène  du  degré  a  par  les  variables 
auxquelles  elles  se  rapportent ,  la  somme  des  produits  ainsi 

8.. 


i 


[       ■ 


-=A*+Es+Fr,    ^=Bj'-t-Ds+F*, 
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brmés  sera  équivalente  au  produit  qu'on  obtiendraît  en 
Qultipliant  la  fouctîon  elle-même  par  a.  Pour  une  fonc- 
ion  homogène  de  degré  nul,  on  aura  a  ^  o, 

Exemples  ; 

dt 
dV 

-£  =  a  +  0r+2x, 

1=:  a ,  et  l'on  a  bien 

Ai  +  Ei  +  Fr)x  +  (Br+DH-Fj:)^  +  (<i  +  Dr-)-Er); 
=  2  X  T  (A**  +  Bj-'  +  C»'  +  aDj^  4-  ïEsr  +  aF*r)  ; 
.      ,/       1      i('\     dT       i      dT  I 

__  rfF  dF_a;       ar^_Jî       ■« 

"— **'   *^    yj^—j.    yi—jr    j-"™**' 

65.  Considérons  encore  conunecas  particulier  une  fooc- 
ion  de  lasonunede  plusieursvariablesx,_^,  z, . . .  Cette 
onction  doit  être  telle,  qu'eu  posant  x-f-j'+ 2+ etc.  ^  I, 
ille  devienne  F  (f)  ou  fonction  de  t  seul  ;  or  une  propriété 
emarquable  de  ces  fonctions,  c'estque  leurs  dérivées  par- 
ielles  sont  égales  :  en  effet ,  en  vertu  de  l'équation 
I  =  F  (t),  nous  avons 

du  ^dudt        du dudt        da du  dt 

dx       dt  dx'     dy       dt  dy'     d*       dt  ds' 

Tailleurs  l'équation  x  -\-y  -f-  z  4-  etc.  :=  t.  donne 
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donc  en  effet, 

du       du       du 
dx       dy       dz 

Si  l'on  avait  u  =;  F(a:— j^),  on  aurait  ^  = —  -r-'-i  les 
dériva  seraient  égales,  mais  de  signes  contraires. 


Exemple  : 


u  =  {x  +jrY,     w  =  (x  — xY, 


\ 


I 


n 
I    , 

\ 

1 
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DilTéreDtiello  laceeuivea  det  fonctioiu  de  pinsieun  rarlabisa  iadéptn- 
dantea.  —  Différentielle*  dei  fodctions  de  fonctioni  de  plusieurs  ti- 
riablei —  Nouielle  mioière  de  définir  el  de  calculer  lei  différaDliella 
premiArea  ou  lueeeMtTaa. 


66.  La  dJfféreutielle  d'une  fonction  u=^  ¥(x,j;  «,-•.) 
(Je  plusieurs  variables  indépendantes ,  est ,  en  général ,  une 
fonction  de  ces  variables  que  l'on  pourra  difTérenticr  plu- 
sieurs fois  encore,  soit  par  rapport  à  toutes  les  variables, 
soit  par  rapport  à  quciques-imes  d'elles  seulement.  Dans 
le  i"  cas,  on  obtiendra  les  différentielles  totales  succes- 
sives de  cette  fonction,  dilTérenti elles  que  nous  désigne- 
rons toujours  par  les  notations  lî'u,  (Pu,d''u,,.,  ^ii;daiis 
le  second  cas,  on  obtiendra  des  dérivées  ou  des  différen- 
tielles partielles  successives  ;  ainsi ,  par  exemple ,  les  quan- 
tités -j—it  j— ;i  -j^  exprimeront  les  dérivées  partielles 
n"'"'  prises  par  rapport  à  a;  à jf,  à  z.  Si  l'on  différentîe 
n  fois,  mais  par  rapport  à  plusieurs  variables,  ces  varia- 
bles mises  en  indices,  ou  leurs  différentielles  mises  aux 
diviseurs ,  indiqueront  dans  quel  ordre  on  aura  effectué  les 

différentiatious:  ainsi  lesnotaUons(^^(/j(/.H,  </î.j.,       .  j_^ 

indiqueront  qu'on  a  diffcrentié  ou  pris  les  dérivées  quatre 
fois;  une  fois  par  rapport  à  z,  une  fois  par  rapporta^,  et 
deux  fois  par  rapport  à  x,  etc. 

67.  Il  est  facile  de  prouver  que  les  différentielles  par- 
tielles successives  conservent  la  même  valeur  quand  on 
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intervertit  seulement  Tordre  suivant  lequel  les  différen- 
tiations  relative»  aux  diverses  variables  doivent  être  effec- 
tuées. On  aura  par  exemple 

du  du 

d^u    dy d*u   dx 

dxdy  dx       dydx  dy 


dgdyUzzid^dgUy  ou  ^  ^^  =  d'^-=z-: — r- =  ^-r-. 

ux 


f^  Démonstration.  En  désignant  par  la  notation  A^^ 
Taccroissement  d^une  fonction  de  x,  j^,  z ^, . ,  lorsqu^on 
fait  croître  x  seul  de  la  quantité  Aor,  on  trouve 

^gdyU  =  dj  («  + A,a)  — r/^a  =  dy^gUy 

et  par  suite,  en  divisant  par  Ao:,  et  remarquant  que  Ao: 
est  constant  quand  on  différentie  par  rapport  ky , 

^gdyU dy^gU j  ^*^ 

àx  Ao:  "^  Ax  ' 

et  en  passant  à  la  limite, 


d.dyU  dgU 

dx 


^   dx' 


ou  enfin 


dgdyU  =  dydgU. 


a"*  Démonstration,  On  a,  comme  nous  Pavons  vu, 

F(x  +  Aa:,/,  z)  =  F(ar,  j,  3)+F;(x,  j,  z)àx  +  uùx, 

El  étant  une  fonction  (p(x,  j^,  z,  Ar)  qui  s'évanouit 
avec  Ao:.  Si  dans  cette  équation  nous  changeons  j  en 
j+  Aj^,  61  deviendra  Si  -f-  ^tAy,  et  comme  on  a  d'ail- 
leurs,* en  indiquant  par  F^"  (x,  j^,  z)  la  dérivée  seconde 
de  F(x)  prise  d'abord  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport 

F'^C-»^,  r  +  Aj*,  ^)  =f; (x, j,  z) +f^'^(x,  j,  z)Ar  +  «4Ar> 
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n  trouvera 

(x  -i-^x,jr-t.  ijr,  z)  =  r  {x,  y,  z)  +  F;{*,  J-j  z)  ijr 

étant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  ou  avec  ^T- 
Si  nou5  étions  partis  de  l'équation 

F(*,  r  +  AT,  »)  =  F(ar,j',  «)  +  F,(*,  r.  î)Ar  +  'jAr, 
étant  le  même  que  précédemment ,  nous  aurions  trouvé , 
a  désignant  par  F"^  la  dérivée  seconde  de  F  (x,  y,  z) , 
rise  d'abord  par  rapport  à  jr,  puis  par  rapport  i  x, 

{x+ix,  y+  ar,  î)=F(jr,  /,  ï}+F;  (x,  y,  t)  û^+F;  (j.j-,  *)  a/ 

In  égalant  ces  deux  valeurs,  supprimant  les  termes  qui 
!  détruisent,  et  divisant  par  AxAj',  on  trouve 

f;^(*.  /.  «}-»-.'=  ^"/''  ■^'  *'  +  '"' 

'  étant  encore  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ar  ou 
vec  A^;  or  cette  é<piation  ne  peut  subsister  qu'autant 
ue  l'on  aura 

•-'•''  ''  '>=£h='-A''  '■  ''  =  5^'  •=■  «■  "■  "• 

Ce  théorème  étant  démontré  pour  les  dérivées  du  »e- 
}nd  ordre,  il  en  résulte  que  dans  une  expression  de  la 
>rme  d^d^d^...,  u,  il  est  toujours  permis  d'échanger 
ntre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux 
ifTérentîations  consécutives.  Or,  il  est  clair  qu'à^  l'aide 
'un  ou  de  plusieurs  échanges  de  cette  espèce,  on  pourra 
itervcrtir  de  toutes  les  manières  possibles  l'ordre  des 
ifTérentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  que 
.djd^u  =  dxdyd^u,  il  suffira  d'amener  d'abord  par 
eux  échanges  consécutifs  la  lettre  x  à  la  place  de  « , 
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puis  d^échanger  les  lettres  y  et  z  :on  peut  donc  affirmer 
qu'une  différentielle  de  l'ordre  quelconcpie  n  a  une  va- 
leur indépendante  de  Tordre  suivant  lequel  les  différen- 
tiations  sont  effectuées. 

68.  Comme  en  différentiant  une  fonction  des  variables 
indépendantes  x^y,  z,  par  rapport  à  l'une  d'elles,  on 
obtient  pour  résultat  une  nouvelle  fonction  àe  x,  jr,  z, 
multipliée  par  la  constante  dx  on  dy-j  on  dz. .  .^  et  que 
dans  la  différentiation  d'un  produit  les  facteurs  constants 
passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  J,  il  est 
clair  que  si  l'on  effectue  l'ime  après  l'autre  sur  la  fonc- 
tion Il  =  F(x,  j',  je),  /  différentiations  relatives  kXy  m 
différentiations  relatives  à^,  n  différentiations  relatives 
à  z ,  la  différentielle  qui  résultera  de  ces  diverses  opéra- 
tions ,  savoir  J"  d'^d^^Uy  sera  le  produit  d'une  nouvelle 

fonction  y  (j?,j^,  z)  par  les  facteurs  do^^dy"^^  dz"",  la  nou- 
velle fonction  dont  il  s'agit  ici  est  ce  qu'on  nomme  une 
dérivée  partielle  de  u  de  l'ordre  /-4-  m  -|-»,  et  l'on  a 


dr d^dhi  =  <p  {x, y,  z) dx'dy»dz%  (f> (x,  jr,  z)  =  ^^^j^- 

Cela  posé ,  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l'équa- 
tion u  =  F(j?,y,  z),  nous  aurons 

du  du  du 

du=:  —dx'\'—djr+—  dzz=idgU+djU-\-  d^Uy 


dx        *  dy  '^    '  dz 
d^uz^diu  +  d*u  +  diu+  ^dl^u  +  ^dl^u  +  id^^u  , 


OU 


.         d*u  _       .   d^u   ,  d^u  ,  d*u  ,    , 

d^u=—dx^  +  —  dr+—dz^+:.^^dxdjr 


H-a 


dz' 
d*u 
dxdz 


'^^ + *^  ^y^- 


Exemples  : 
u = xjrz ,  d*u = 2  {xdydz  -\-  ydzdx  +  zdxdy),  d*u  =  Gdxdydz , 
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d'{x>  +  X-  +  ^'}  =  ^{dj^'  +  dx'  +  d*'}, 

69.  Sî  au  lieu  de  l'ëquation  u  ^F(x,y,  2),  on  con- 
sidérait la  suivante  j  =  F(u,  t-,  w),  les  quautités  u,  v,  w, 
étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques  des  variables 
x,jr,  z,  comme  en  résumé  s  serait  encore  fonction  de 
X,j',  z,  on  aurait  toujours 

j        ds   ,     _    ds    ,     ,     ds   , 

dx         '   dx  dx 

Mais  comme  u,  v,  useraient  des  fonctions  de  x,  on  aurait 

dt    ,  ds  du  ,         ds  du    ,         ds  dw  , 

—  dit  ^  ——  - — ■  dx  ^k  —  —  dx  ^-  —  — -  HX* 
dx  du  dx  dv   dx  dw  dx 

-j-dy=...,  -—dz=..., 
dx  di 

et  par  suite,  en  remarquant  que 

r-  dt,    dv  =r...,  dar  =,,., 

on  trouverait 

ds^-^du  +  -;-dv+-i~da'i 
du  dv  dw 

une  seconde  différentiation  donnerait 

du*         ^  dv*  div*  dudv 

^d's  ^d's  ds  dt  ds 

-\--—~duda,-\-'^dvd,v+~d*u  +  ~d;>+—  ri'«., 
audiv  dvdio  du  dv  d<v 

d^S=... 

La  règle  générale  est  donc  encore  de  différentier  comme 
si  u,  V,  w  étaient  des  variables  indépendantes,  puis  de 
tirer  la  valeur  de  du ,  du,  div,  etc. ,  des  équations  qui  lient 
les  quantités  u,  i*,  if  aux  variaMcs  indépendantes  X,  y,  z. 
Exemples  : 
d'{a-^v)=.d'u  +  d'v,     d'{u~~o)  =d'u  —  d'v. 
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rf"  (au  +  ^p  -|-  c(v)  =  ad^'u  +  érf"p  +  r//*«'. 

Si  les  quantités  a,  i',  iv  étaient  des  fonctions  linéaires 

des  variables  indépendantes  x ,  j^,  z^  c'est-à-dire  si  Ton 

avait 

U'=:ax  +  bx-{-cz+d^     p=a'j:+^'j+  c'z  +  d'y 

(V  =  a"x  +  h" y  +  c"z  -hd^ 
on  aurait 

d^u  ==  o,     d*v  =  o,     €/*»  =:  o, 

et  les  différentielles  successives  de  la  fonction  5  =  F  (m,  t^,  w) 
conserveraient  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  m,  p^  w 
seraient  variables  indépendantes  ]  on  aurait  ainsi 

2d*s 
dp 


d^s 

d*s=  -^^  du} 


du" 


+ 


Exemples  : 
5i  ^  =  F  (u,  1^),  on  aura 


dw^ 

ikd^s 

dudw 


dudw  + 


dudv 
nd^s 


dvdiv 


dudv 
dvdw. 


d'*s       n      d**s 


du^    '   I  du^^'dp 
n  /i— I       d'^s 
1 


du^^^dv 


d^s 
.-«?«"" »rfp» -h... -; — dp^x 
du^'-^dv*  dp"* 


si     s  =  F(u)F(i^), 


n 


d^s  =  F*  (a)F  (pytt"H — Y'*'''uT  (v)  du^^^dv 


-  F'  (ii)F"*'(p)rftt^p""''  4-  F  (a)  F"(p)//p". 

70.  M.#  Cauchy  a  donné  des  différentielles  des  fonc- 
tions une  définition  immédiate,  indépendante  de  la  con- 
sidération des  dérivées,  qui  semble  plus  rationnelle  et 
présente  de  grands  avantages,  surtout  lorsqu^il  s'agit  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  H  appelle 
différentielles  et  il  désigne  par  les  notations  dx^  dy^ 
dzy,,.  du^  des  quantités  dont  les  rapports  sont  équiva-. 
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riables  indépendantes.  Pour  cela,  posons 

dXj  tfy^  dzj  étant  des  quantités  arbitraires,  de  teDe  sorte 
que  ces  équations  n'établissent  aucune  liaison  entre  les  ac- 
croissements des  variables ,  et  les  laissent  tout-à-fait  indé- 
pendantes ;  en  vertu  de  la  définition  même  de  la  diffé- 
rentielle ,  on  aura 

_U^  r¥{x+'kdx,x+mdx,z+Adz)^¥{xyjr,z)'\ 

En  posant 

F(x-f-cu£r,    X  +  cLdjTj    'z'^euiz)=:/{ot)f 
d'où 

on  trouvera 


¥{x,jr,z)=f(o), 


on  a  d'ailleurs 
d'où 


d{x  -+-  udx) 


dx 


dY 


d{x+  êtdjr) 


dr 


dY 


d(z  -f-tfd!s) 


dZf 


du  du  du 

Or,  si  dans  l'équation 

/(x  + A)  —f{x)  =  hfx+K,h, 

on  fait  X  =  o ,  A  =  a ,  on  trouve 

/W-/(o)  =  -/'(o)+R.«, 
Ai  s'évanouissant  avec  a,  et  par  suite 

Nota.  On  aurait  pu  écrire  immédiatement 


du  , 

-rdz, 

dz 
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d^u  =z  lim. =z=  lim.  — ^-^ i-^=y  "'(o), 


et  <lt 


d^u-:=  lim. 


et  nous  en  conclurons  que  pour  former  les  différentielles 
totales  du^  d*u. . .,  £?"a,  il  suffit  de  calculer  les  valeurs 
particulières  que  reçoivent  les  dérivées  f'(oi)^  f"(a)^ 
y  "'(a)...  f''{oL)^  dans  le  cas  où  la  variable  a  s'évanouit. 

72.  Parmi  les  méthodes  propres  à  simplifier  la  recherche 
des  différentielles  totales,  on  doit  distinguer  surtout  celles 
qui  s'appuient  sur  la  considération  des  valeurs  symboli- 
ques de  ces  différentielles. 

Si  l'on  désigne  par  a,  4,  c. . .  ,  des  quantités  cons- 
tantes ,  la  différentielle  totale  de  Pexpression 


ad^d'^d"  .  u  +  bdPdid''.u  + etc.  .  . 


sera 


ad^-^*d'^d^.u^^d^d'^'d'*.u+ad^d'"d'*+\u+bdP-^'d^d^M+etc. 

C'est-à-dire  qu'elle  sera  précisément  ce  qu'on  aurait  ob- 
tenu si  l'on  avait  multiplié  le  produit  des  deux  facteurs 
u  et  ad^^  d"*d'l  4-  bd^d^d^  . .  par  d^,  -f-  d^-^d,^  en  opé- 
rant comme  si  les  notations  rf,,  d^^  d,  représentaient 
de  véritables  quantités  différentes  les  unes  des  autres. 

Lorsqu'on  ne  fait  qu'indiquer  la  multiplication,  on 
trouve  l'équation  symbolique 

d{àd^^d"^d1 . u -I-  bdP^ did'^.u-\- etc. . .  . ) 

'  "^    =  {ad\d^d\  -h  hdld'i^  ^r  ^  . .  .  )  (^,  +  ^^  +  d:)u. 

Comme  en  réalité \  J^ ?  dy^  d^^  ne  sont  pas  des  quanti- 
tés, mais  des  symboles  qui  indiquent  une  opération  à 
faire,  la  formule  qui  précède,  prise  à  la  lettre,  n'a  aucun 
sens,  mais  elle  redevient  exacte  dès  qu'on  a  développé 
son  second  membre  à  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la 
multiplication  algébrique. 
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Application  à  des  questions  d^analyse  qui  dépendent  de  plusieurs 

variables  indépendantes.  *■ 


Première  application .  —  Maxima  et  mînima  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables ,  liées  par  une  seule  équa^' 
tion» 

73.  Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes x^  y^  Zj. . .  etc. ,  atteint  une  valeur  particu- 
lière, mais  réelle,  qui  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines, 
€'estr-à-dire  toutes  celles  que  Ton  obtiendrait  en  faisant 
varier  x^y^  z  en  plus  ou  en  moins  de  quantités  très 
petites,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce 
qu'on  appelle  un  maximum.  Lorsqu'une  valeur  particu- 
lière d'une  fonction  de  x^y^  z  est  réelle  et  inférieure  à 
toutes  les  valeurs  réelles  voisines ,  elle  prend  le  nom  de 
minimum» 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  se  ramène  facilement  à  la  recher- 
che des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  d'une  seule 
Tariable.  En  effet,  pour  que  la  valeur  F  (a:,  y^  z)  soit  un 
maximum  ou  un  minimum,  il  faut  que  la  différence 

=  F(x-f-tfd:jt,j-|-«€/j,  «-4-tf^2)— F(x,j,z)x=/(«)_/(o) 

soit  toujours  négative  on  toujours  positive  :  négative 
pour  un  maximum ,  positive  pour  un  minimum  ;  ce  qui 
exige, 

I®.  Que  f  (o)  soit  une  valeur  maximum  ou  minimum 

de  /(«); 

T.  I.  9 


i 


l3o  CALCDL    flIFFénBHTIEL. 

2".  Que/'(o}  =  o,  ou /'(o)  =±00; 

3".  En  supposant  la  fonction  /  (<x)  continue  ainsi  que 
ses  dérivées,  que  la  première  de  ces  dérivées  qui  ne  sVv«- 
nouisse  pas  pour  a  =  o  soit  une  dérivée  d'ordre  pur, 
et  qu'elle  soit  négative  s'il  s'agit  d'un  maximum,  posi- 
tive s'il  s'agit  d'un  minimum ,  et  par  conséquent,  en  ob- 
servant, 

I**.  Que  les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  F(x,  j-,  2) 
discontinue  peuvent  lui  donner  une  valeur  minimum  00 
maximum; 

ao.  Que/'Co)  =  rf«,  /»  =  rf'u...,/W(o)  =  rf-u,  on 
arrivera  à  la  règle  suivante. 

Pour  trouver  les  maxima  et  les  minitna  d'une  fonctioD 
de  plusieurs  variables  indépendantes, 

i".  On  cboisira  les  valeurs  de  x,  jr,  z  qui  rendent  la 
fonction  discontinue  ; 

î".  On  fera 

da  du  du 

3".  On  fera  du=o,  équation  qui  entraine  les  trois  sui- 
vantes, 


puisque  dx,  tfy,  dz  sont  des  accroissements  entièrement 
arbitraires  et  indépendants  ; 

4°>  De  ces  dernières  équations  on  tirera  les  valeurs  de 

5°.  Pour  décider  si  le  système  de  ces  valeiu^  produit 
un  maximum  ou  miniuLum,  on  calculera  les  valeurs  des 
différentielles  successives  d*u,  d^u,  d^u, . .  qni  oon^ 
pondent  à  ce  système.  Soit 


-•*'■• +7  s:;^W^''*-+«"-. 


d*u  ,  d*u    ,  .    ^d*u    ,    , 

pour  y  substituer  à  x^yl  z  leurâ  valeurs  tirées  des  équations 


Alors,  i**  si  les  dérivées  partielles 

d*u       d*u  d'u 


Y' 
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la  première  de  ces  différentielles  qui  ne  s'évanouit  pas.  Si  |f.;  ' 

pour  toutes  les  valeurs  des  différentielles  dx,  dy,  dz ,  n 

est  un  nombre  pair,  et  ^/^u  une  quanti  té  négative,  la  valeur 

proposée  de  u  sera  un  maximum  \  elle  sera  im  minimum 

An  étant  toujours  pair,  d'^u  reste  toujours  positif.  En-  i 

fin  si  n  est    quelquefois  impair,   ou  si  la  différentielle 

d'^u  est  tantôt  positive  et  tantôt  négative ,  la  valeur  de  u 

ne  sera  ni  maximum,  ni  minimum. 

74.  Concevons  que  pour  appliquer   le   théorème  on  « 

forme  d'abord  la  valeur  de 


•1 


> 


\ 


I 

4 


du  du  ! 

3-  =  o,      -—  z=:  0,  etc.  I  , 

dx  dy  * 


dx^'      dy^''"       dxdf' 

J 
s'évanouissent,  il  faudra  recourir  aux  différentielles  sui-  | 

vantes  d^u^  d^u^ . . .  etc.  ;  a^.  si  ces  différentielles  partiel-  i 

les  ne  s'évanouissent  pas ,  et  que  l'on   fasse  varier  les  ï 

quantités  arbitraires  ctr,  dj^  dz^  il  arrivera  de  trois  cho- 
ses l'une  :  ou  la  différentielle  d*u  conservera  constamment 
le  même  signe,  sans  jamais  s'évanouir,  ou  elle  s'évanouira 
pour  certaines  valeurs  de  ctr,  dy^  dz,  mais  en  reprenant 
le  même  signe  toutes  les  fois  qu'elle  cessera  d'être  nulle; 
ou  elle  sera  tantôt  positive  et  tantôt  négative  :  la  valeur  !'• 

proposée  de  u  sera  toujours  un  maximum  ou  un  mini-  \* 

mum  dans  le  premier  cas,  quelquefois  dans  le  second, 
jamais  dans  le  troisième.  On  obtiendra  dans  le  second  cas 
on  maximum  ou  un  mi  nimum,  si  pour  cliacun  des  systèmes 


j 


fc: 


il; 
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de  dx,  dy,  dz...  propres  à  vérifier  l'équation  d'u  =  o,  li 
première  des  différentielles  d^u,  rf*u,...  e(c. ,  qui  ne  s'é- 
vanooîtpas,  esttoujoursd'ordre  pair  et  aflectéedu  m^ne 
signe  que  celles  des  valeurs  de  d*u  qui  diS^rent  de  o. 

En  général,  si  la  i"  des  différentielles  d'ordre  pair  qui 
ne  s'évanouit  pas  est 


-'dy 

il  pourra  arriver  trois  choses  :  ou  la  différentielle  dont  il 
s'agit  conserve  toujours  le  même  signe,  quand  on  fait  va- 
rier dx,  dy,  dz...-,  ou  bien  elle  s'évanouit  pour  certaines 
valeursde</x,  dy,  dz,...  mais  reprend  toujours  le  même 
signe  défi  qu'elle  cesse  de  s'évaoouir  j  ou  elle  est  tantôt 
positive  et  tantôt  négative.  La  valeur  correspondante  de 
»  sera  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le 
premier  cas ,  jamais  dans  le  troisième ,  quelquefois  dans  le 
second;  c'est-à-dire  si,  parmi  les  différentielles  d'un  ordre 
supérieur  à  am,  celle  qui  la  première  cesse  de  s'évanouir 
est  d'ordre  pair,  et  si  elle  est  toujours  affectée  du  même 
signe  que  les  valeurs  de  ^/""u  qui  diâèrentde  o.  Il  est  es- 
sentiel d'observer  que  d"'u  étant  une  fonction  entière  et 
continue  de  dx,  dy,  dz,...  ne  saurait  passer  du  positif 
au  négatif,  tandis  que  ces  quanUtés  varient,  sans  devenir 
nul  dans  l'intervalle,  c'est-à-dire  sans  que  l'équation 
rf*"u  =:  o  admette  une  on  plusieurs  racines  réelles.  De 
sOrte  que  pour  que  d"'u  ne  change  pas  de  signe  il  faut 
et  il  suffit  que  l'équation  d'^u  =  o  n'admette  que  des 
racines  imaginaires.  Dans  ce  cas  il  y  aura  toujours  maxi- 
mum ou  minimum;  maximum  si  d"'a  est  une  quantité 
toujours  négative ,  minimum  si  d'"u  est  une  quantité 
toujours  positive. 
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7$.  Exemple  :  Supposons 
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«  ==  Ar»  +  B^j  +  Qr»  +  Dar  +  Ej  +  F, 
^a  =  (2  Ax  +  Br  +  D)  d:r  +  (B^  +  2C/  +  E  )  rfy , 
^«  =  2 (Adlr»  +  Bdir£(r  +  CûTt*) ,  rf3a  =  o,  rf4a=:o,etc. 

Les  valeurs  de  a:,  j^,  propres  à  produire  un  maximum  ou 
un  minimum,  seront  déterminées  par  les  équations  ' 


d'où 


2Ax-|-Bj+ D==o,  BarH-2Cr+E  =  o, 

__  2AE  — BD  _2CD— BE 

*^— B>  —  4AC'     "^"B»  — 4AC  * 

déplus,  i^Féquation 

^«==2(A^+Bd^c^^+C^jr*)==2Ai/r*(^+ J^  =  o 

n'admettra  que  des  racines  imaginaires,  si  B* — 4AC<o, 
et  d^u  sera  alors  toujours  positif  ou  toujours  négatif, 
suivant  que  A  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  o  ;  ainsi 
la  fonction 


Ax»  +  Bxj  +  Or*  +  Dx  -h  Ej  +  F, 
admettra  un  maximum  si 

B»  —  4AC  <  o,    A  <  o, 
un  minimum  si 

B«  —  4AC  <  o,     A  >  o 

2*^.  Si  B* — 4AC>o,  Téquation  d}u  =0  admettra  des 
racines  réelles ,  et  tPu  changera  de  signe  pour  certaines 

valeurs  de  dxetdj^  ou  du  rapport  —  ;  il  n'y  aura  donc 

alors  ni  maximum  ni  minimum. 

3^.  Si  B* — 4AC  =  o,  et  si  ^o^  n'a  pas  en  même  temps 

2AE  —  BD=o     et     2CD  — BE=o, 
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l'une  des  valeurs  de  x  ou  àtj  sera  infinie,  la  foDCtion 
donnée  n'aura  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons  que 
ces  conditions  soient  satisfaites  ;  alors  les  deux  équations 


se  réduisent  à  une  seule,  par  exemple  à 

du 

~=aAx  +  Br  +  D=o, 

et  les  valeurs  de  a^  et  de  /  sont  indéterminées.   On  a 
dans  ce  cas 

cette  valeur  de  d^u  se  réduit,  il  est  vrai,  i  o,  toutes  les 
fois  que 

dx  y/c' 

mais  pour  toute  autre  valeur  de  ~,   cette  différentielle 
seconde  est  de  même  signe  que  A;  et  d'ailleurs 
rf*«  =  o,  rf<«  =  o,  etc. 

La  différence  Au,  lorsqu'elle  ne  sera  pas  nulle,  sera  donc 
toujours  positive  ou  toujours  négative  en  même  temps  que 
A,  et  par  conséquent  la  fonction  u  admettra  une  valeur 
minimum  si  A^o,  et  une  valeur  maximum  si  A  -«C  <>• 
Si  B  s'évanouissait,  on  aurait  nécessairement,  en 
vertu  des  équations 

B>  — 4AC  =  o,  aAK  — BD=:o,  s^CD  — BE:=o, 

ou 

A=:o,  B  =  o,  C  =  o,  K=zDj;+Er  +  F; 
ou 

A  =  o,  B  =  o,  D  =  o,  «  =  Cr'  +  ^4-F. 


ri 


4CF— E»         4AF  — D' 
ou  ^^ 


4c  4A 

76.  ScoUe  i'^.  En  général,  on  a 

a*u  =  -r--  or*  H 7—  dr*  +  2   ,    ,    dxdhr , 


ou 

2 


rf*a  d*u\ 


^         d*u       ^     I     dr*   ^       dxdy  dy   ,    daî^    \ 
dy^  \     dx*^     dUi      dx^  d*u    r 


,f 
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OU  enfin  î^ 

B  =  o,  C  =  o,  E  =  o,  «  =  Ax»  +  IXr  +  F; 

dans  le  premier  cas  la  fonction  u  n'aurait  ni  maximiUn 
ni  minimum,  dans  les  deux  derniers  cas  elle  aurait  une 
infinité  de  maximaoude  minima  égaux  4 


,• 


l 

t 


et  par  conséquent,   i^  d*u  aura  constamment  le  signe  i 

de  -7—,  si  l'équation 

d^a  d*u 

df*    ,       dxdy  dy  ,   5?" 
dx^^      d*u   dx^  d*u 

n'a  que  des  racines  imaginaires,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

/  d*u  Y       d^u  d^u 
\dxdx)        dx^d^"^^* 

d*u  d^u       .     *      ,  .  ,     , 

ce  qm  exige  que  ^-^    et  -^  soient  des  quanutés  de 

même  signe  ^  la  fonction  u  admettra  donc  un  maximum 
M  Ton  a  à  la  fois 

d*u  /  d*u  Y       d*u  d*u  \ 


4- 
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et  un  minimum ,  si 

d'u  /d'it\'       d'ud'tt 

dy'  -^  "'     \dxdj-)        dj'  (fc*  "^  **• 

a".  La  fonction  n'admettra  de  maximum  ou  de  miai- 
mum ,  dans  le  cas  oà 

/  d'tt\'       d'ud'a  _ 
\dxdr)        dy*  dx'~*'^ 

qu'autant  que  la  première  des  différentielles  ^u,  t^u,... 
qui  cessera  de  s'évanouir  pour  les  valeurs  de  ~  propres 
à  vérifier  l'équation 

d'u  rfja 

djr'  dxdy  djr       dji'  __ 

dy'  dy 

sera  d'ordre  pair,  et  constamment  de  même  signe  qoe  d*u 
quand  il  ne  s'évanouît  pas.  3".  Si 


la  fonction  u  n'admettra  ni  maximum  ni  minimum. 

Scolie  a*.  S'il  s'agit  d'une  fonctioa  de  trois  variables, 
on  aura 


yàxdr 


•TSdx 


,      fd'u       d*u  d'»  d'u  d'u  d*M        \ 
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Pour  que  d^u  ne  change  jamais  de  signe,  il  faut,  i^  que 
Téquation  d*u=  o,  résolue  par  rapport  à  ^,  n'ait  pas  de 
racines  réelles,  ce  qui  exige  que  Ton  ait,  quel  que  soit ^, 


/  d*u         d*u    Y       d*u  f 
\ dxdz "^  dydz^J        I^X 


d*u  ^ d*u       d*u  d'u 

dûs*^  d/*^  ^    dxdf 


PJ<^^ 


ou 


r/  rf'tfy d^ud^u'}  /  d*u    d*u  d*u  d^u  \ 

W'd^)        'dFdp^  y'^^\'^didJ^       'dFdxd^y 


\dxdz)        'é^dx^'^^' 


Cette  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  quand 
on  aura 

/  d*u  Y        d*u  d*u 

\d^z)  " 

(  d^u     d*u  d*u   d*u\* 

\djrdz  dxdz       dz^  dxdy) 


dz*  df^^^'\ 


r  /  d*u\* d*ud*u  nr  /  </»tf  y       d*u  d'u'} 

L  V  dfdzj        1^  dy^  J  L  \  dxdz  )         S?"  dS*"J 


o. 


Telles  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  fonction  u  admette  un  maximum  ou  un  mi- 

.  d*u   ^        ^ 
nmium:  ce  sera  un  maximum  si  -^-r  <r  o,  et  un  mini- 


.  rf*« 


mum  SI 


d2i 


r>o- 


T7.   i**'  Exemple.  De  tous  les  triangles  isopérimètres, 
quel  est  le  plus  grand  en  surface? 

Solution.  Soient  a:,  j,  z  les  côtés,  p=: ^ le 

demi-périmètre  donné,  on  aura  z=z2p — x^~y^  et  la  sur- 
face du  triangle  sera  donnée  par  l'équation 


u = }/p{p^x)  {p—r)  (/>— a) = Vpip-^  {p-^)  (  ^+r— ^)  ; 
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les  é<putions 

du 

=  «t 

se  réduiront  à 

fiP 

-r)iv- 

—  aa- 

-r)  = 

0 

P(P- 

-x)(v- 

-V- 

-«)  = 

® 

on  ne  peul  poser  m  p  —y  =  o,  nip  —  x^o, 
que  sans  cela  on  aurait 

V  =  V  =  *  +  J'  +  *.  J-^^H-»» 
ou 

:;ip=ax  =  j:  +  /+«,   x  =  j'+», 

ce  qui  est  absurde;  î]  faudra  donc  que  l'on  ait 

d'où 

'^  —  y—hPi  «  =  ap— *— r  =t7'- 
De  plus,  pour  ces  valeurs  de  x  et  as  y ,  on  aura 

-j-^  est  négatif,  et  de  plus 


les  valeurs  de  x  et  dey  donnent  doue  un  maximiun  de  la 
fonction  u,  et  le  {Jus  grand  des  triangles  isopérimètres 
est  le  triangle  équilaiéral. 

a"'  Exemple.   De    toua    les  parallélépipèdes    inscrits 
dans  une  sphère,  quel  est  le  plus  grand? 


r=, 
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Solution.  Tous  les  parallélépipèdes  inscrits  sont  des 
parallélépipèdes  rectangles,  leur  centre  coïncide  avec  le 
centre  de  la  sphère,  leur  diagonale  est  le  diamètre  D 
de  la  sphère,  et  en  désignant  par  x^jr  deux  des  côtés, 

le  troisième  z  =  V^D*  —  x* — j^.  Cela  posé,  le  volume 
du  parallélépipède  sera 


dx      ''  \/d* X* — y* 


du 


|/^D*  —  X» — X 


^(D»  — sur*— 7»)> 


4r       V^D»  — X*— r» 


(D»  —  ar»  —  a:*)  ; 


D 


donc 

D» — 2x*— /»=o,  D» — a^«— jr»=o,  jr=^=»  =  r^. 

De  plus,  les  valeurs  correspondantes  de  j-7,  ^j- ,  -^ 
s'obtiendront  facilement  en  ayant  égard  aux  équations 

D'— 2X*— /*  =0,      D"  — 27*— x*=:  o, 

et  Ton  trouvera 

donc 

d*u 


i". 


df 


r<oj 


le  parallélépipède  maximum  sera  donc  le  cube  qui  a  pour 

cote  — ^. 
V/3 
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3"*  Application.   SoîrF(2)  une  fonction  entière  et 
réelle  de  z,  si  l'on  pose  z  ^=  x-^y  \/—\,  on  aura 

Y{x  +  rV^^)  S=  h(«>9T  +  \/^ûnt)  , 
V{x—x  \/^)  =  B(««T  — W<^snT), 

Cda  posé ,  il  sera  facile  de  prouver  que  si  le  modnle  R  ad- 
met pour  z  =^  X  +  yK— I  une  valeiu"  minimum ,  cette 
valeur  minimum  sera  nécessairement  nulle.  En  effet ,  soit 
F'"'(jr  ^y\^ — i)  la  première  des  dérivées  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  z^X -1-^1/ — i,  de  sorte  que  l'on  ait 

F(— )(*±j.W<^)  =  o, 
l'équation  connue 

</"((»•)  =  prf'u  +  BûTw/' - 'a +..  .-l-nJw  rf"  ~  "f  4- «  rf"' 
donnera ,  en  y  faisant 

i»  =  f(*-(-j-\/^),    ^  =  fU— rV^^)» 

d-.R-=  rf.[FU-Hr  V^=7)F(*_j'\/=r)] 

-i-F(*-H.rt/^)F<">(*-rV<=:)(dr-<*rl/=7)-, 

d'où  l'on  tire,  en  posant 

X  +  yy/'^i  =  r(co8  ï+ 1^^^  àat), 

dx  -\-ify\/^ï  =  f  (cos  T-t-  V" — I  ain  t), 

FW{i±j-  V/;;iI7)=:R.(cosT.-t-\/^sinT,), 

rf".R'  =îRR.^cos(T,— T-l-nr); 

or,  si  la  valeur  minimum  de  R  ou  de  R"  n'était  pas  nulle. 
rf".R*  changerait  évidemment  de  signe  dans  le  cas  où  l'on 
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donnerait  à r,  et  par  suite  à  dx  et  dy^  certaines  valeurs, 

par  exemple  si  Ton  changeait  t  en  t  H ir ,  et  par 

conséquent  ]a  valeur  de  R  dont  il  est  question  ne  pour^ 
rait  pas  être  une  valeur  minimum. 

On  démontre  facilement,  à  Taide  de  ce  qui  précède, 
que  toute  équation  entière 

F(x)  =  a*  +  A,x"-'+...-hA«^,x+A«  =  o, 

à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles  ou  imaginaires.  En  effet,  le  module 
R  qui,  en  désignant  par  p,,  /^t?*  •  •  pm  les  modules  des 
coefficients  A| ,  At,  A^,. . .  A^,  est\ toujours  plus  grand 
que 

et  plus  petit  que 


r"  +  p,r* 


i—  1 


Par»->+.., 


mi 


finit  par  croître  indéfiniment  avec  rou  aveca:,j^.  Cela 
posé,  parmi  toutes  les  valeurs  que  prend  le  module  R 
pour  des  valeurs  finies  de  a:  et  de  j",  il  en  est  nécessaire- 
ment une  plus  petite  que  toutes  les  autres  :  or  cette  valeur 
minimum  est  nécessairement  o ,  (Somme  on  vient  de  le 
prouver;  il  existe  donc  une  ou  plusieurs  valeurs  de  z  de  la 

forme  ^  =  «  +  g  \/ — i ,  propres  à  véiifier  Téquation 
R  =  o  et  par  conséquent  F  (a:)  =  o. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  les  conditions  néces- 
saires pour  qu'une  fonction  u,  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes,  admette  un  maximum  ou 
un  minimum,  dans  le  Calcul  différentiel  de  M.  Cauchy, 
ai"*  leçon. 


i4^ 
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f^ 
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Suite  des    applications    analytiques. 


DEUXIEME  APPLICATION.  Moxima  et  mùiùna  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  liées  entre  elles  par  plusieurs 
équations. 


78.  Si  les.n  variables  or,  ^,  ^, . . .  au  lieu  d'être  indé- 
pendantes ,  comme  on  Ta  supposé  jusqu'ici ,  étaient  liées 
entre  elles  par  m  équations  1^=0,  w=o... ,  pour  déduire 
de  la  méthode  indiquée  les  moxima  et  les  minima  de  la 
fonction  a  ==  F  (x ,  ^,  z, . . .),  il  faudrai  t  commencer  par  éli« 
miner  de  cette  fonction  m  variables  dijQTérentes  à  l'aide 
des  m  équations  données  \  après  cette  élimination  les  va- 
riables qui  resteraient ,  au  nombre  de  n  —  m ,  devraient 
être  considérées  comme  indépendantes,  et  Ton  égalerait, 
comme  ci-dessus ,  dukoj  ou  à  l'infini ,  etc.  Mais  la  re- 
cherche des  maxima  et  des  minima  peut ,  dans  ce  cas  « 
être  beaucoup  simplifiée. 

En  effet ,  différentions  la  fonction  u  en  y  conservant 
toutes  les  variables  données  x^  j^  r,...  Téquation  du=o 
deviendra 


(•) 


du  ,     ^  du  .     ,   du  ,     . 

5i'^  +  ^rfr  +  ^«'«+. -=0, 


et  renfermera  les  n  différentielles  dx ,  dy^   dz. . .  dont 
n  —  m  seulement  sont  réellement  indépendantes ,    les 
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m  autres  pouvant  être  exprimées  à  Taide  des  m  équations 


(») 


dv  dp  dp 

-dx+^djr+-dz...=o, 

dw  _      .    duf  _  rfflf  _ 

',— dx  A^  -r-  dy  -^ — r  "*•  •  •  =  <>,...  etc. 
dx         ^  dy   -^         dz  ' 


Cela  posé,  Téquation  du  =  o  devant  être  vérifiée  dans  le 
cas  du  maximum  ou  du  minimum,  quelles  que  soient  les 
différentielles  des  variables  indépendantes ,  il  est  clair  que 
si  Ton  élimine  de  cette  équation  un  nombre  m  de  diffé- 
rentielles à  Faide  des  formules  (2),  les  coefficients  des 
m  —  n  différentielles  restantes  devront  être  séparément 
égalés  à  o.  Or,  pour  effectuer  Télimination ,  il  suffit  d^a- 
jouter  à  Téquation  ^u  -=  o  chacune  des  équations  di^  =  o, 
//h^^:  o,...  multipliée  par  un  facteur  indéterminé — X, 
— f& , . .  •  et  de  choisir  ces  facteurs  de  manière  à  faire  dispa- 
raître dans  Téquation  résultante  les  coefficients  de  m  dif- 
férentielles successive3L  comme  d'ailleurs  Téquation  ré- 
sultante sera  de  la  foroK 

/du         dp         d(v  \ 

\dx  dx         dx      *      / 

/du         dp  dw       \  j     » 

et  comme,  après  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m 
différentielles,  il  faudra  égaler  encore  à  o  ceux  des  diffé- 
rentielles restantes,  il  est  permis  de  conclure  que  les  va- 
leurs de  X,  jui,  V . . .  tirées  de  quelques-unes  des  formules 


du 
dx 

dp 

dw 
^^  dx 

du 

dp 

—  ^:ï — 

dw 

=:  O 


=  o 


>nséqu< 
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valeurs  de  Xy  j^  z , . •  •  propres  à  vérifier  les  équations 
du=  o^  di>=:  o,...  ou  propres  à  donner  des  maxima  et 
des  minima,  devront  satisfaire  aux  équations  de  condition 
que  fournit  Télimination  des  indéterminées  X ,  /x,  v... 

entre  les  formules  -, X  -—-•..==  o ,  etc.  Le  nombre  de 

dx  dx 

ces  équations  de  condition  sera  n — m;  en  les  réunissant 
aux  m  équations  i^  =  o,  w  =  o  ,• . •  on  obtiendra  en  tout  n 
équations  dont  on  déduira,  pour  les  variables  x^y^z  ^  plu- 
sieurs systèmes  de  valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouveront 
ceux  qui  pourront  rendre  maxima  ou  miuima  la  fonction 
donnée   «  =  F  (a:,  j-,  z...). 

Nota.  Les  équations  de  condition  produites  par  Téli- 
mination  de  X ,  |x ,  v .  • .  resteront  les  mêmes  quand  on 
échangera  entre  elles,  d'une  manière  quelconque,  les  fonc^ 
tions  u,  1^,  IV...,  ou  quand  on  remplacera  ces  fonctions  par 
les  suivantes  II  —  a,  ^ — 5,  w — c...,  de  sorte  que  la  mé- 
thode précédente  donnera  tout^  les  valeurs  propres  à 
rendre  maximum  ou  minimum  «non-seulement  la  fonc- 
tion «,  mais  les  fonctions  i',.  w, ...;  u  —  a,  *^  —  i, 
tv  —  c. . .  Si  les  variables  sont  liées  entre  eUes  par  une 
seule  équation  (^  =  o ,  les  équations  à  Taide  desquelles 
on  pourra  éliminer  X  deviendront 


du 


^_ 


du 


dv 


du 


dp 


dx       "  dx         *    dy  dy  ^  dz  dz 


On 

en 

conclut , 

par 

l'élimination 

de  X, 

du 

du 

du 

dx 
dp 

d0 

dz. 
'di^  ^ 

:  etc. 

dx 

dy 

dz 

Cette  dernière  formule  équivaut  à  /i  —  i  équations  dis- 
tinctes qui,  réunies  à  Téquation  (^  =  o,  détermineront  les 
valeurs  cherchées  de  x,  j^,  z. 
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79.  I*'  Exemple,  a^  5,  c,...r,  étant  des  constantes,  on 
demande  le  maximum  de  la  fonction  ii=ar+i^+cz  -f- . . . 
en  supposant  les  variables  assujëties  à  vérifier  l'équation 

i;  =  X*  +  j»  4-  z*  +...  —  r*  =  o. 
On  aura 

du du r     ^^  ^^ ^^  ^^ 

et  par  suite 


a b c      ax+bx+cz+.,. u ,   V/^a*+^»+c»+... 


donc 


a 


_  i/^fl'  +  ^»  +  c»4-... 


,   u=±:ri/a*+b*'\- 


On  montrerait  que  de  ces  valem*s  de  u,  Tune  est  un 
maximum  et  Fautre  un  minimum ,  en  remarquant  que 
Ton  a 

ce  qui  exige  que  des  deux  valeurs 


i^une  soit  maximum  et  Fautre  minimum. 

a"*  Exemple.  On  demande  le  minimum  de  la  fonction 

a  =  jr»-|-j»-f-z»+.  ..  , 

en  supposant  que  les  variables x,  y^  z,  soient  liées  entre 
elles  pai*  Téquation 

oa:  +  ^^  4-  cz  +  .  .  .  —  A  =  o. 
T.  I.  lO 


l46  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

On  aura  encore 

abc  k       _.   V^a»+6»4-c>... 


X     y 


u 


V^ 


^''-T^ 


a»+^»-K*H-...' 


et  Ton  montrerait  que  cette  valeur  est  un  minimum. 

Si  les  variables  x, y,  z. . .  se  réduisent  à  trois,  el  dé- 
signent des  coordonnées  rectangulaires ,  la  valeur  de  V^ 
représentera  la  plus  courte  distance  de  Torigine  à  un 
plan  fixe. 

3*°"  Exemple.  On  cherche  le  maximum  de  la  fonction 

les  variables  x^y^  z ,  étant  assujéties  à  vérifier  Téquation 

tf=:ax  +  4>/  +  c3+...  ■— ^  =  0. 
On  aura 
du 


du 


du 


au  p  au       a  au       r 

dv  di>  </p   

dx  df  dt 


et  par  suite 

P_, 

eue  ' 

--?—-  = 
by      et 

k                      a  /7+^  + 

•r.  .  . 

q                k 
^-b'p+g+r...''- 

r               k 

c'p-^-q  +  r. .  .  ' 

On 

a  encore 

du      pdx   .   ^rfr    .   rdz 
u  X  y  z 


V-(T)"=-K?)"-'(f)*-'(T)"-     -= 

et  puisque  les  valeurs  précédentes  de  a:,^,  z, . . .  ren- 
dent du  constamment  nul,  et  d^u  constamment  négatif, 
elles  fourniront  un  maximum  de  la  fonction  w 
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4^"^  Exemple.  On  demande  les  demi-axes  d'une  ellipse 

ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  représentée 

par  l'équation 

i^  =  Ax»  4-  Bxf  +  Cx^  —  K  =  o. 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  mini- 

• 

mum  de  la  fonction r=  u  =  V^jj^-t-jT*,  ou  du  rayon  vec- 
teur mené  de  l'origine  à  la  courbe.  Cela  posé ,  comme 
on  a 

du       X     du      y     dv  .      .   ^        dp  ^ 

^  =  F'  ^  =  î'  ^  =  =^Ax+B^.    -=.Cr  +  Bx, 

et  par  suite 

X  y  x^+y^  r» 


aAx  +  Br      aCr+BjT     x(2Ax-HBr)+j(2Cr-f-Bj:)     aK  ' 

les  deux  racines  de  cette  écpiation  seront  les  carrés  des 
deux  demi-axes  qui  seront  tous  deux  réels  si  AK  >  o , 
B'  —  4A.C<o,  mais  dont  l'un  sera  imaginaire,  si 
B*  —  4AC  >  o. 

Troisième  application.  Développement  des  fonctions 
de  plusieurs  variables.  Extension  du  théorème  de 
Taylor  à  ces  mêmes  fonctions, 

80.  Soit 

a=F(x,  y^  «,...) 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Don- 
nons k  Xyjr^  Zy  les  accroissements 

àx=zMdXj   ^y■=zdLdyy   ^z:=.  mdz,,. 

Posons  de  plus 

F{x+mdXyy+mdy,  r,+mdzy...)=z/ (m), d'où¥(xy  y,  2,...)=/(o)j 

lO.  . 
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nous  aurons 

Mais  comme  nous  Fayons  vu 

/'(o)  =  du\  /"(o)  =  d-u,..,  /«-«(o)  =  rf--'«, 
/-(6a)  =/«  (o)  +  I  =  if  •«  +  I , 

I  s'ëvanouissant  avec  a  ou  avec  Ax,  û^,  Az,  on  aura 

donc 

«» 
F(a?  +  Aa7,  X  +  ày,  z  +  Az.  ..)=:»  +  «</« H d'u.,. 

H ^^^^ iif«-'iiH ^: — (if»a  +  I). 

i.a...(/i  —  i)  i.îi.3.../i^ 

Si  nous  remarquons  que 

du  du  du 

dx  dy  dz 

d^u  ^       .  d*u  ^  .  d*u  j  ^    .  ,        d*u    _    . 

rfr»  ifj*    "^  di*  dxdx 

d*u 
4-  a  -    -    dx€lz  +  etc. , 
dxdx 

il  viendra 

4!?a  du  du 

F(ar+Ax,  j+A/,  »+A«...)=»-+-tr^^+:j-Ar+T^A5 

ox  ay  tu 

1    if»«      ,    .      I    d*u  ^   ,   ,      I    d*u 

Si  le  terme  ou  le  reste 5 f"(^^)  décroît  indéfini- 

ment  à  mesure  que  n  augmente,  ce  qui  arrivera,  par 
exemple,  si  f'^(9a)^  qui  est  ce  que  devient  rf"ii  quand  on 
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y  change  or, y,  z...enX'^-6adx^y+6ady,f  z  +  6adz^... 
conserve  toujours  une  valeur  finie,  la  série  qui  forme  le 
second  membre  de  Féquation  précédente  sera  conver- 
gente ,  et  Ton  aiu^a 


«» 


I  ■  2 

«t^      ,  "    .  du       ,  du         du  .1    d*u 

a*ii-f-.etc.=  u H- -j-à^^-j-^yA \,  Ag...H — ^x^ 


i.a.3  dx         djr         dz  1.2  dlr' 

i      d*u  I     d*u  .      2     £/*a 

i.aflfr*    "^  1.2^*  ^i.2dirfl?r 


etc. 


9 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait.a  i=  i ,  on  aura 

_,,          _            .     _          .     ,       V           .    du    ,   (3?*a         d^u 
¥(x+cLcy  jr  +  dy^  «  +  <&,. ..)  =  aH 1 1 k+... 

I  I«2  Ia2a0 

Cette  équation  et  celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  x , 
y^  Zj.,.  par  zéro,  dx^  dy^  dz^.,.  par  x,y,  z,...  four- 
nissent le  moyen  d'étendre  les  théorème»  de  Taylor  et  de 
Maclaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

S'il  arrive  que  pour  certaines  valeurs  de  x,  jr,  z,  les 
dififérentieUes  du,  d*u^. . .  d'^''^u  s'évanouissent  toutes, 
on  aura 


«" 


F(a:+A«,y  +  Aj,  2+Az)— F(ar,  ^, z)  =  Aa=  — — -  (rf"a+I}. 

Cette  dernière  formule  comprend  la  théorie  des  maxi- 
ma  et  des  minin^a  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 
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y  change  a:, y,  z...enx+6adxjy+6ady.,  z^Oadz^.,. 
conserve  toujours  une  valeur  finie,  la  série  qui  forme  le 
second  membre  de  Féquation  précédente  sera  conver- 
gente ,  et  Ton  aura 


F(x+AX,    J^-f-  A/,     Z+  AZ,...)  =  «  +  etdu  H 

1  •  ' 


d*u 


«e^     „     .  du       ,  du         du  .     i    d*u 

i.a.3        ~  <ir     ^£fy        ^2         ^i.adx* 

I     </■«  i     d*u         .        .2     </*« 

A/*  H 3 —  Az*  +...-! —  ■        AXA/  +  etc. 


1 . 2  rff*    "^  I  •  2  /is*  1.2  d[r£f^ 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait,  a  =  i ,  on  aura 

I  I«2  I.2.0 

Cette  équation  et  celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  a:, 
j^,  z,...  par  zéro,  dx^  dy^  dzy...  par  x^y,  z,...  four- 
nissent le  moyen  d'étendre  les  théorème»  de  Taylor  et  de 
Maclaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

S'il  arrive  que  pour  certaines  valeurs  de  Xj  y,  z,  les 
di£férentielles  du,  d^u.. . .  d^^^u  s'évanouissent  toutes, 
on  aura    . 


«* 


F(j?+A4:,y + AT,  z+Az)— F(x,  y,  z)  =  à.u=  _— -  (rf"a+I). 

Cette  dernière  formule  comprend  la  théorie  des  maxi- 
ma  et  des  minin^a  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 


o 
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DIX-SEPTIEBIE  LEÇON. 


•Caractère  général  de  la  conTergence  des  séries.  —  Limite  des  restes  oa 
des  erreurs  que  Ton  commet  en  s^arrètant  à  un  terme  quelconque  de 
ces  séries. 


81.  M.  Cauchy  a  été  assez  heureux,  dans  ces  dernières 
années ,  pour  démontrer  un  théorème  vraiment  remarqiia- 
'  ble  qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la  convergence 
des  séries  fournies  par  Iç  développement  des  fonctions 
explicites ,  et  réduit  simplement  la  loi  de  convergence  k 
la  loi  de  continuité  des  fonctions.  Je  vais  donner  une  idée 
de  ces  importantes  recherches ,  après  avoir  rappelé  une 
propriété  remarquable  des  racines  de  l'unité,  ou  des  ra- 
cines de  l'équation  a:"  =  i ,  et  établi  quelques  lemmes 
fondamentaux  faciles  à  déduire  des  premiers  principes  du 
calcul  différentiel. 

Comme  on  l'a  vu,  toutes  les  racines  de  l'mnitë  sont 
renfermées  dans  la  formule 


1  ^K 

((1))"=  cos ±  V/^i  sin =ie 

'  n  n 


n 


— I 


Posons,  pour  abréger,  9=  e"  ,  et  nommons  /n,  m 

deux  quantités  entières  positives  ou  négatives,  mais  tel- 
lement choisies,  que  la  différend^  m  —  m  ne  soit  pas  di- 
visible par  11  \  les  expressions 

amjT  y —  am'r    y 
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seront  deux  racines  n*^'^'  de  Tunité ,  distinctes  Tune  de 
Tautre,  puisque  la  différence 


imir 


m'  "^m 


ne  peut  s'évanouir  qu'autant  que est  un  nombre 

entier.  Il  en  résulte,  i®  que  ces  deux  expressions  seront 
certainement  deux  racines  /*'*""'  de  l'unité,  distinctes 
l'une  de  l'autre,  si  la  différence^'  —  m  est  inférieure  à 
n  \  2°  que  pour  obtenir  toutes  les  racines  de  l'unité  du 
degré  n ,  il  suffit  de  prendre  n  termes  consécutifs  de  la 
progression  géométrique , 

fl-^  0""%  ©-',   i,OS  0%  ô^^etc., 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  par  exemple, 
les  termes  i,  0,  6^,  9% . . .  6"-'. 

Corollaire  i*'.  La  somme  S  des' m****",  puissances  des 
fi  racines  de  l'unité  est  égalé  à  o ,  excepté  lorsque  le  nom- 
bre m  est  un  multiple  de  n ,  et  dans  ce  cas ,  la  somme  S 
est  égale  à  n. 

En  effet,  la  somme  de  ces  m**"*"  puissances  sera  tou- 
jyours  égale  à 

6*— —  I 

Or  le  numérateur  étant  nécessairement  éga]  à  o ,  la  somme 
S  s'évanouira  toujours ,  à  moins  que  le  dénominateur  ne 
soit  nul  lui-même  j  ce  qui  n'arrivera  qu'autant  que  m 
sera  de  la  forme  m'n  ^  et  comme  dans  ce  cas  la  véritable 

valeur  de  la  fraction  -; est  —  =  n ,  on  aura  S  =  /î, 

6"—  1         m 

Il  importe  peu  d'ailleurs  que  m  soit  positif  ou  négatif^  et 

en  effet,  une  puissance  négative  de  9  peut  toujours  être 


0 
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«+A  =  6»r,     x  =  Or,     Az=:rô(0— i)...etc., 

on  troavera 

/(Or)  -/(r)=(ô_i)r[/'(r)  +  I.], 

/(e.r)-/(er)={e—  i)  r[ô/'(er)+io, 

/(e-r)— /(9-  -  T)  =  (9—  I  )  r  [6""  «/'(0--  T)  +1.]. 
Les  (piantités  I, ,  I, , . . .  I„  devant  s'évanouir  avec  6 —  i , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec-,  puisque,  en  vertu  de 


n 


?^|/— 


Téquation  fl  =  e  "  ,  6  ne  sera  égal  à  l'unité  que  quand 

n  sera  égal  à  Tinfini ,  ou  -  à  o. 

n 

En  ajoutant  toutes  ces  équations  et  désignant  par  Iq  la 
moyenne  aritlunétique   '"^^*  "*"^^.  *  '  "^^, moyenne  qui 

devra  évidenunent  s'évanouir  elle-même  avec  3 ,  on  trou-  ' 
vera 


n 


mais 


donc 


fl»=,,    fÇe'rj^/ir),    /(e-r) -/(r)  =•  o. 


Or  lo  s'évanouit  quand  n  est  infini,  donc,  etc. 
85.  Corollaire  i".  La  moyenne 


n 
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est  la  dérivée  de  cette  autre  quantité 


n 


donc,  si  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  la  première 
moyenne  ou  la  dérivée  est  sensiblement  nulle,  la  seconde, 
ou  la  quantité  elle-même,  sera  sensiblement  constante, 
car  il  n'y  a  qu'une  quantité  constante  qui  puisse  avoir  une 
dérivée  nulle.  Si  donc  on  pose 

n 
on  aura  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n , 

F(R)  =  F(r„). 

iF'  (r)  n'est  autre  chose  que  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  diverses  valeurs  de  la  fonction  f{x)  qui  corres- 
pondent à  un  même  module  r  de  la  variable  x,  et  à  des 

valeurs  de  -  représentées  par  les  diverses  racines  n**"^'  de 

l'unité.  La  limite  vers  laqueUe  converge  cette  moyenne 
arithmétique  tandis  que  le  nombre  n  croit  indéfiniment , 
est  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  valeur  moyenne  de  la 
fonction  f{x)  pour  le  module  donné  rde  la  variable  x. 
En  admettant  cette  définition ,  on^éduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  :  Si  la  foncûon 
f(pc)  et  sa  dérivée  f'{x)  restent  finies  et  continues  pour 
un  module  r  de  x  renfermé  entre  les  limites  r^,  R,  la  va- 
leur moyenne  de  f{pc)  correspondante  au  module  r  sup- 
posé compris  entre  les  limites  r^,  R*  sera  indépendante 
de  ce  module. 

Corollaire  a"**.  Si  r^  =o,  c'est-à-dire  si  la  fonction 
fipc)  et  sa  dérivée  f\x)  restent  continues  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  dont  le  module  est  renfermé  entre  les  va- 
leurs o  et  R ,  on  ama  sensiblement  pour  un  semUaUc 
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module  et  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n ,  F(r)=:F(o)  ^ 
et  si  i^(o)  =  o,  ce  qui  aura  Heu  si  la  fonction  f(x)  s'é- 
vanouissait avec  X,  F(r)  =  o. 

84.  Théorème  i**".  Si  Ton  attribue  à  la  variable  x  un 
module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  lesquels  une 
des  deux  fonctions  F(.r),  F'(a:),  cesse  d'être  finie  et  con- 
tinue, la  fonction  F(x)  pourra  être  représentée  par  la 

valeur  moyenne  du  produit F(z),  correspondante 

à  un  module  r  de  z  qui  surpasse  le  module  donné  de  x, 
et  sera  par  conséquent  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X, 

Démonstration.  Posons 

F  (z)  désignant  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  con- 
tinue avec  sa  dérivée  F'(z),  pour  un  module  r  de  z 
compris  entre  les  limites  o  et  R.  La  quantité  F(z)  définie 
par  l'équation 

s'évanouira  ain^i  que  f(z)  pour  une  valeur  nulle  de  z  i 
et  si ,  en  posant  pour  abréger 

on  nonmie  4>(z),  x(z),  ce  que  devient  F(z)  quand  on 
remplace  f(z)  par  9(2)  ou  par  x  W?  ^^  ^^^^ 

F{z)  =  ^(z)-X(z), 

De  plus ,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  et  pour  un 
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plus  petit.  D^ailleurs  la  fraction  ,  et  par  suite  le 

2  

produit F(z),  seront,  pour  un  module  de  x  infé- 

rieur  au  module  r  de  z ,  développables  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  dex; 
on  pourra  donc  en  dire  autant  du  second  membre  de  Té- 
quation  qui  donne  F  {pc) ,  et  par  conséquent  de  F  (x). 
Donc,  etc. 

De  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  la  proposi- 
tion suivante. 

85.  Théorème  i*.  Une  fonction  quelconque  réelle  ou 
imaginaire  d^une  variable  réelle  ou  imaginaire  or  sera  déve- 
loppable  en  une  série  convei^ente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x ,  tant  que  le  module  de  x 
conservera  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles 
pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie 
et  continue. 

Ainsi  9  en  particulier ,  puisque  les  fonctions 

cosx,     sinxy     c'y     e**,     cos(i^x*),  etc., 

et  leurs  dérjvées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais 
d'être  finies  et  continues ,  elles  seront  toujours  dévelop- 
pables en  séries  convei^entes  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  a:;  au  contraire,  comme  les  fonc- 
tions 


(•+*)% 


('  +')■ 


m 
n 


l(i-|-^)«  arctangjp, 


et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  cessent  d'être  fonctions 
continues  de  x  au  moment  où  le  module  de  cette  variaMe 
devient  égal  à  l'unité  ;  elles  seront  certainement  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
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dispenser  de  parler  de  la  foiiction  dérivée,  mais  on  n'a 
point  à  cet  égard  une  certitude  suffisante. 

86.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  d'autant 
plus  remarquable,  qu'on  peut  même  en  déduire  et  la  sé- 
rie de  Maclaurin,  et  le  reste  de  cette  série. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  fonction  F(x)  pourra 
être  généralement  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 

produit F(^);  or  on  a 

_±^F(.)  =F(z)+fF(*)+.jF(z)  +  etc. 

Donc,  dans  le  développement  de  F  (x)  le  terme  constant 
devra  se  réduire  à  la  valeur  moyenne  de  F  (z)^  ou,  en 
vertu  du  lemme  fondamental,  à  F(o),  puisque,  par  hy- 
pothèse, la  fonction  F  (z)  est  continue  entre  les  limites 
o  et  R.  De  même,  le  coefficient  de  x  sera  égal  à  la  va- 
leur moyenne  du  rapport  — ^,  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  du  rapport     ^  ^  -,  car  la  valeur  moyenne 

F(o)r-'(i  4- er '  H- Ô-' +  Il  etc.) 

F  ^o^ 
de  la  quantité  — ^-i  est  nulle,  en  vertu  des  propriétés  des 

z 

racines  de  l'unité.  D'ailleurs  la  valeur  moyenne  du  rap- 

port  — i-^^ Li^  est  égale  à  la  valeur  F'(o)  qu'il  prend 

quand  on  y  fait  z  =  o.  On  montrerait  de  la  même  ma- 
nière que  le  coefficient  de  x*y  valeur  moyenne  du  rapport 

F(s)^ 

— T'^ou,  ce  qui  revient  au  même,  n**  81 ,  corollaire  i*"",, 

du  rapport 

F(s)— F(o)  — gF^(o) 
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Valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  cesse 
d'être  finie  et  continue.  Soit  r  cette  dernière  valeur ,  ou 
une  valeur  plus  petite,  p  le  module  de  x,  et  7î  le  mo- 
dule maximum  de  F  (x) ,  les  modules  du  terme  général  et 
du  reste  de  la  série  de  Maclaurin  ^  seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 

le  reste  est 

Les  principes  ci-dessus  exposés,  etlesdivei^  théorèmes 
qu^  nous  venons  d'établir,  peuvent  être  immédiatement 
étendus  et  appliqués  à  des  fonctions  de  plusieurs  variables; 
on  arriverait  ainsi ,  par  exemple ,  au  théorème  suivant. 

Théorème  5*.  Soient  x ,  j^ ,  -s , .. .  plusieurs  variables , 
réelles  ou  imaginaires,  la  fonction  F(x,j^,  z...)  sera  dé- 
veloppable  par  la  formule  de  Maclaurin,  étendue  au 
cas  de  plusieurs  variables ,  en  une  série  convergente  or^ 
donnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a:,  y,  ^..4 , 
si  les  modules  de  ces  variables  conservent  des  valeurs  in- 
férieures à  celles  pour  lesquelles  la  fonction  reste  finie 
et  continue.  Soient  r,  r',  r"...,  ces  dernières  valeurs  ou 
des  valeurs  plus  petites ,  R  le  plus  grand  des  modules  de 
F(x,j^  r...)  correspondants  au  moduler  de  x,  au  mo- 
dule  r^  de  y,  au  module  /  de  z,  p,  p',  p", . . .  les  modules  de 
jt,y,  z..b  ;  les  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 
série  en  question,  seront  respectivement  inférieurs  aux 
modules  du  fl^:*me  général  et  du  reste  de  la  série  qui  a 
pour  somme  le  produit 


T.   T.  II 
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Dcveloppement  des  fonctions  implicites.  —  Série  de  Lagrange. 


88.  Lesprincipes  établis  dans  la  leçon  précédente  peuvent 
être  appliqués  au  développement  des  fonctions  implicites, 
par  exemple  de  celles  qui  représentent  les  racines  des 
équations  algébriques  eu  transcendantes.  Alors  la  loi  de 
convergence  se  réduit  encore  à  la  loi  de  continuité.  Con- 
cevons pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse  de  développer  la 
plus  petite  racine  de  l'équation 

dans  laquelle  y*(j^)  est  une  fonction  explicite  et  donnée  de  y 

qui  ne  renferme  point  x ,  et  qui  ne  devient  ni  nulle,  ni  in^ 
finie  pour  y  =o .  Parmi  les  racines  de  cette  équation  il  en 
existe  évidemment  une  qui  s'évanouit  en  même  temps  que 
x^  et  qui,  si  l'on  fait  croître  x  par  degrés  insensible,  va- 
riera elle-même  insensiblement,  ainsi  que  sa  dérivée  rela- 
tive à  or,  en  restant  toujours  fonction  continue  de  x, 
jusqu'à  ce  que  cette  variable  acquière  une  valeur  pour 
laquelle  deux  racines  de  l'équation  yssA  xf(y)  devien- 
nent égales  ('*'),  pourvu  toutefois  que  dans  l'intervalle,  la 

• 

(*)  On  dit  qu^oiie  équation  F  (j)  sto^am  racinei  épie»  à  b,  loraqv^^a 
a  F  (>')=:  (r  —  *)"•  f  (  J")»  f  (^)  éunt  une  fonction  de»r  qui  ne  derient 
ni  nulle,  ni  infinie  pour  j"  s=  b  -,  comme  on  a  d^ailleurs 

F(r)=F(.,+(.-.t)F;W4-^'F;(»)...-._^z|:^^F--(»> 
Téquation  F(r)  =  o  ne  pourra  avoir  m  racines  égales  à  6,   ou  F  (jr)  ne 
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Valeur  de  f  (jr)  correspondante  à  la  racine  dont  il  s'a- 
git, ne  cesse  pas  d'être  continue.  Donc,   si  la  fonction 
f(y)  reste  continue  pour  des  valeurs  quelconques  de  x, 
«elle  des  racines  de  l'équation,  y =xy(y),  qui  s^évanouit 
avec  jr,   sera  développable  en  série  convei^ente,  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x,  pour  tout  module 
de  cette  variable  inférieur   au  plus    petit   de  ceux  qui 
introduisent  des  racines  égales  dans  l'éqiution  (i),  en 
rendant  ces  racines  communes  à  cette  équauon  et  à  sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  àj^,  i  =  x  f{y)'^  et  par  consé- 
quent pour  tout  module  de  x  inférieur  au  plus  petit  de 

ceux  qui  répondent  aux  écpations  simultanées  x  =  t^t— >  » 

flr) 

-^^  =  f  (y).    Ainsi,  par  exemple,  U  plus  petite  racine 

de  l'équation  j<'=  xcos  jasera  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
pour  tout  modi^e  de  x  inférieur  au  plus  petit  de  ceux 

qui  répondent  aux  équations  simultanées  x  :s=--^  et 
^  *  cos^ 


pourra  être  de  la  forme  (r  —  *)*  f  (^)  qu'autant  que  l'on  aura 

F(&)=o,  f;w=o,  p;(&)  =  o...f;;--' (&)=o. 

De  sorte  que  la  racine  multiple  &  etl  népeMairement  commune  à  Péqua- 
tion  F(r)  =  o ,  et  à  888  dérivées  jusqu^à  celles  de  Tordre  m —  i  inclusive- 
ment. Si  m  =  a,  c'est-à-dire  si  la  racine  h  est  double ,  elle  devra  vérifier 

à  la  fois  les  deux  équations  F(r>=  o,  F^Ij)  =io. 

De  plus,  si  F  (r)  ©»*  une  fonction  implfcitede  x ,  si,  par  exemple ,  y  est 
Hé  avec  x  par  réquation  jr  =  x/(  r),  oo  mur« 

et  Ton  en  conclura  que  si  à  une  certaine  valeur  de  x  correspond  une  racine 
double  de  l'équation  F  (r;=o,  la  valwrcorrespoBdantftde/^  soit,  en  gp- 
néral.  infinie  et  discontinue,  puisque  F^(*)  =o,  et  par  conséquent r  ne 
sera  plus  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  x. 

1 1     . 
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cosr 

— ^  =1  —  sin j^  ou  cot  y  =  — y  \  or  on  prouve  que  ce 

plus  petit  module  qui  correspond  à  la  racine  imaginaire 

y'=.  1,199678...  1/ — I  de  Téquation  coty  =  — y^  sera 
0,66^x74^,  et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  de  Té- 
quationj^"  =x cos Jasera  développable  en  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
pour  tout  nodule  de  x  inférieui*  au  nombre  0,66274 ^  \ 
on  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat 
auquel  Laplace  est  parvenu,  par  des  calculs  assez  loDgs, 
dans  son  Mémoire  sur  là  convergence  de  la  série  que  four- 
nît le  développement  du  rayon  vecteur  d'une  planète, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  Texcentriciié. 

89.  Pour  développer  cette  plus  i>etite  racine  j^,  ou  la  ra- 
cine qui  s'évanouit  avec  x ,  et  que  nous  supposerons  être 
une  racine  simple,  appelons-la  j^o,  et  posons 

y  —  ^/(r  )  =  (r  —  r  o)  ^  {y), 

(f(y)  sera  une  fonction  dey  qui,  ainsi  que  fÇy)^  ne  de- 
viendra ni  nulle,  ni  infinie  pour  j*  =  o.  En  différentiant 
cette  équation  par  rapport  à  y,  on  trouve 

•  -  */'(r) = (r  -  xo)  »'  (x)  +  9  (x)> 

et  en  divisant  membre  à  membre , 


(^) 


¥{y)^i-^r{y)         1 


<p{y)      y-^^Ay)      y—yô 

D'ailleurs,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  jr,  la 

fonction  -7^7  qtû   ne  devient  pas  infinie  pour  j^  =  o* 

sera  généralement  développable  en  une  série  convei^ente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  On  aura,  par  exemple, 
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?|^  =  Bo  +  B.j  +  B,r  >  +  etc. 

Ainsi,  en  particulier,  si  y(j^)  est  une  fonction  entière  de 
y^  et  si  Ton  nomme  i',  h"^  V . , .  les  racines ,  supposées 
inégales,  deTéquation  y(^)  =  o,  on  aui^a  identiquement 

B  désignant  un  coe£Scient  indépendant  de  y^  et  par  suite 

J$)  =  3^.+7éF-Mtc=(r^*')-'+(r-*")-'.+- 

Pour  tout  module  de  y  inférieur  aux  racines  b\  i",  etc., 
chacun  des  termes  du  second  membre  sera  développable 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y, 
et  Ton  aura 

?^=^-(l;+l,4.etc...)-(iï  +  ^.H-...)r-etc. 

Il  faudra  donc  que  le  second  membre  de  réquation(2)  soit 
lui-même  développable ,  pour  des  modules  dey  qui  ne  dé- 
passent pas  certaines  limites,  en  une  série  conyei^ente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  Or  il  semblé  au  premier  abord  que  pour  de 
très  petits  modules  de  a:,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
pour  de  très  petits  modules  dey^,  ce  développement  ne 
puisse  s'effectuer ,  car  si  le  module  de  y^  devient  infé- 
rieur à  celui  dey,  et  le  module  de  x  inférieur  à  celui  de 

yj—r ,  les  deux  fonctions 

fix) 


y 


— I 


pourront  être  développées  suivant  les  puissances  asccii- 
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dantes  dey^  ^^  ^^  ^  ^^  renfermeront  des  puissances  n^a- 
tives  àey^  on  aura  en  eflet,  dans  cette  hypothèse, 


Déplus,  en  désignant  par  les  notations  D^,D^,  D^,...  le» 
dérivées  successives  prises  par  rapport  à  j*,  on  aura 

et  parce  que 
on  aura 

Enfin  ,  si  Ton  représente  généralement  par  les  notations 
Y(<j),  PrY(o)î  ^y^{o)>  ce  T^®  deviennent  une  fonction  quel- 
conque Y  de  j^  et  ses  dérivées  quand,  après  la  diflérentia- 
tion,  on  y  fait^  =  o,  et  si  Ton  pose  y(  j')  =  Y,  on  trou- 
vera encore ,  en  vertu  de  la  formule  de  Maclaurin , 

Yz=Y(o)  +-^  D^T(o)  +  ^  D;r(o,  +  etc. , . . . 

Y»=T('„)  +^  D,T,i,+^  d;  T(Î)  +  etc..., 
et  par  suite 

^    X  X  X         i.'i  ' 

1.2.3     -^    ^ 


• 
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Si  Ton  a  égard  à  ces  diverses  valeurs  ,  on  verra  que  le 
second  membre  de  Téquation  *« 

pix)    r—^f{r)    x—Xo' 

renferme,  en  apparence  du  moins,  un  nombre  infini 
de  puissances  négatives  de^,  tandis  que  le  développe- 
ment du  premier  membre  est  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  y.  L'égalité  entre 
ces  deux  membres  doit  cependant  subsister,  et  en  les 
comparant  on  doit  obtenir  un  certain  nombre  d'équations 
plus  ou  moins  importantes.  Pour  établir  cette  comparaison 
avec  plus  de  succès ,  faisons  les  d^ix  remarques  suivantes  : 
I®  Puisque  les  modules  de^^  et  de  x  s'évanouissent  en- 
semble ,  on  pourra ,  en  supposant  le  module  dey^  très  pe- 

'  — ^f  [y) 

tit,  concevoir  que  x,  a:'...,ar^,  et  par  suite ^/  / 

soient  développés  suivant  les  puissances  ascendantes  do 
j^o  \  dès  lors  le  second  membre  de  Féquation 


<p{y)    y  —  ^f{y)     y—yo 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y  et  de 
j'o,  offrira,  il  est  vrai,  des  puissances  positives  et  néga- 
tives de  j^,  mais  seulement  des  puissances  positives  de^^, 
et  Ton  voit  immédiatement  que  dans  ce  second  mem- 
bre le  coefficient  d'une  puissance  positive  quelconque  de 
j-Q,  par  exemple  dej^ô  »  sera  la  somme  S^  d'une  série  qui 
renfermera  un  nombre  infini  de  puissances  positives  de^, 

avec  les  seules   puissances   négatives      ^^^ ,  — . .    -  qui 

j  j         j 

proviennent  et  du  développement  de  (  y — -J'o)"'  9  et  des  coef- 
ficientsdeo^',  x',  x^...x'".  2*^  En  vertu  des  principes  établis 

^' [y) 

dans  la  leçon  précédente  ;  la  fonction  —7—/  sera  dé\clop- 
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pable  en  une  série  convei^ente  ordonnée  suivant  les  pnisn 
sances  ascendantes  àfiy  etdej^^,  tant  que  les  modules  de 
y  et  de  j^o  ne  dépasseront  pas  les  limites  au-delà  desquel- 
les cette  fonction  cesse  d'être  continue ,  et  le  coefficient 
àey^  dans  ce  développement,  déduit  de  la  formule  de 
Maclaurin,  sera  la  somme  SI  d'une  série  qui  renfermera 
seulement  des  puissances  entières  et  positives  de  y.  Cela 
posé,  deux  développements  ordonnés  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  d'une  même  variable  j^o>  ^^  pou- 
vant être  égaux  qu'autant  qu'il  y  a  égalité  entre  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances ,  les  deux  coefficients  de  j^ 
que  nous  avons  désignés  par  S^,  S«,  et  qui  représentent 
les  sommes  de  deux  sérift  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  j*,  seront  égaux.  D'où,  il  résulte  que  dans  la 
première  de  ces  deux  séries  chacun  des  m-\- 1  premiers  tei^ 
mies  proportionnels  à  dçs  puissances  négatives  de  j'  devra 
s'évanouir.  Donc,  en  particulier,  le  terme  proportionnel 

à  —,  s'évanouira  dans  la  série  dont  la  somme  S^  sert  de 

coefficient  à  j^^,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  /7<, 
d'où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  proportionnels  à 

—  s'évanouira  elle-même  dans  le  second  membre  de  Té- 
quation 

<p{x)     r— ^/(r)  ""r  —  r.' 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  àey  et  dey^. 
Or,  en  vertu  des  équations  qui  donnent  les  diverses  par- 
ties de  ce  développement,  cette  somme  est 

'^'•> + jk  °'^^"'  "*"  7^  ^^^w  +  • .  ■  -  r  o, 

on  aura  donc 


X' x^ 


7o=  ^Y(o;+  7—  D,Yi?,j  -f.  — —  D'Y^i,  -f  etc. 
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Cette  dernière  formule,  qui  subsiste  tant  que  j^o  ^^  sa  dé- 
rivée relative  à  x  restent  fonctions  continues  de  x,  est 
précisément  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  le  dé- 
veloppement à^jo  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
a:  \  formule  qui  est  d'une  extrême  utilité  dans  la  solution 
d'un  grand  nombre  de  problèmes  importajits.  Si   l'on 

égalait  à  zéro,  non  plus  le  coefficient  de  —,  mais  ceux  de 

— ;,  de— ^,  etc. ,  on  obtiendrait  immédiatement  tes  for- 

mules  données  par  Lagrange  pour  le  développement  de 
yl  >  ^o*  •  •}  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Enfin, 
si  Ton  égalait  les  coefficients  des  puissances  posi  ti  ves  j*,  J^  *  •  •  • 
à  ceux  qui  aiTectent  les  mêmes  puissances  dans  le  second 
membre  de  l'équation 

1^  =-  (i'+F'  +  *'"-)"^(F»+^  +etc.)j'-etc.. 

qui  donne  le  développement  de     ^^  >^  quand  l'équation 

if  (jr)  =  o  est  une  équation  entière  dont  les  racines  sont 
b\  b",  etc.,  on  obtiendrait  les  valeurs  des  sommes 

développées  encore  suivant  les  puissances  ascendantes  en-r 
tières  et  positives  de  x. 

Soit  maintenait  ¥(y)  une  fonction  qui  ne  devienne  pas 
infinie  pour  j-  =  o,  après  avoir  multiplié  par  le  rapport 

^^ ^  les  deux  membres  de  l'équatiou 

?lr  )  ^  inf/Kr) , 1_ 

on  pourra,   tant  que  la  fonction  F  (y)  ne  deviendra  pas 
discontinue ,   développer  le  second  membre  suivant  les 
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puissances  ascendantes  de^;  et  comme  dans  ce  dévelop- 
pement le  coefficient  de  —  devra  disparaître  ,  on  en  con- 

dura  facilement 


j?» 


F(ro)  =  F(o)  +  xY(o)F'(r)(o)+~D^[Y>F'(r)l(o^ 

I  «  ^ 

+ïr^ï>MY'F'(r)](o)-»-.- 

On  retrouve  encore  ici  la  formule  donnée  par  Lagrange 
pour  le  développement  de  F(j'o). 

90.  Quand,  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indi- 
quée, marche  tracée  récemment  par  M.  Cauchy,  et  seule 
réellement  rigoureuse,  on  a  démontré,  i**  la  possibilité 
et  l'existence  du  développement  d'une  fonction  implicite  ; 
2*^  les  valeurs  entre  lesquelles  les  variables  doivent  se  ren- 
fermer pour  que  le  développement  subsiste ,  on  peut,  par 
des  méthodes  plus  ou  moins  élégantes,  déterminer  la  valeur 
des  coefficients.  Supposons,  par  exemple,  qu'étant  donnée 
une  fonction  implicite  j^  de  a:  déterminée  par  Téquation 

y  =  xf{y)  •+•  a  =  xT  4-  «, 

on  demande  de  développer  j^  ou  une  fonction  quelconque 
F(j^)  de  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  et  de  z, 
ou  de  l'une  de  ces  variables,  de  x  par  exemple. Si  Ton  re- 
présente par  a  une  valeur  particulière  de  a:,  par  F  {«)« 
D«F(a),  DiF(a)»  etc.,  ce  que  deviennent  lafonctionF(j^), 
et  ses  dérivées  successives  prises  par  rapport  â  x  quand, 
après  la  diflerentiation,  on  y  donne  à  j^  la  valeur  oorit»- 
pondante  à  ar=:a,  on  aura  nécessairement,  e»  vertu  de  la 
formule  de  Maclaurin , 

F(/)=F(.)+(x—û)l),F (,)-(.  te^'DiF(.)+etc.,. 

et  cette  série  sera  toujours  convergente  quand  la  diffé- 
rence X  —  a  sera  ime  quantité  très  petite.  Si  x  avait  une 
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très  petite  valeur,  on  pourrait  faire  a  =  o  et  Ton  aurait 
F(7)  =  F(o)  +  ^D.F(o) -h  f^  DiF(o) +etc. 

F  (o),  D,F  (o),  etc.,  désignent  ce  que  deviennent  la  fonction 
F  (  j)  et  ses  dérivées,  quand,  après  la  diflérentiation,  on  y 
4onne  à  j^  la  valeur  correspondante  à  a:  =  o  :  or  puisque, 
par  hypothèse,  l'équation  proposée  n'est  pas  résolue,  il  se- 
rait impossible  de  calculer  directement  les  coefficientsF^o» 
D,F(o),  DiF(o),  etc.  Pour  les  déterminer,  reprenons  l'é- 
quation 7=  xY  -4-  -g,  et  différentions-la  tour  à  tour  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  5? ,  on  trouvera  de  cette  ma- 
nière 

D^X  =  Y -h  xDjY  .Dsj  f     D,j  =  i  H- jtD^Y.D,/; 
en  éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

et  par  conséquent 

ou 

D,F(r)  =  TD.F(r). 

Si  dans  cette  dernière  écpiatîon  on  pose  F(j^)  .=  Y",  /» 
étant  un  nombre  entier,  il  viendra 

D.Y"=YD.Y-; 
on  a  d'ailleurs 

Dx[Y«D.F(jr)]  =  ».  F(r) .  D,Y"  +  Y-D*.  F  (y) 

=  YD,F(r).D.Y«  +  Y"Di.F(r) 
=  D,F(r).D,Y-+T«DiF(r) 
=  D,[Y"D,F  ix)]  =  D,[Y"+'D.F  (r)  ]  : 

on  aura  donc  généralement 

D4Y«D,F(r)]  =  D,[Y«+«D,FCr)], 

d'où,  en  faisant  tour  à  tour  n  =  i,n  =  2,n=3,  ou 

conclura 

D.[YD,F(r)]  =  D,[Y»D,F(r)], 
D,[Y»D.F(/)]=  D,[Y^D'F(7)] 
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n  sera  facile  maintenant  de  déterminer  les  coeflicûeiits 
D,F(o)î  DiF(o)v,*<  il  suffira  pour  cela  de  dififérentier  plu- 
sieurs fois  de  suite,  par  rapport  ky^  Téquation 

D.F(7)  =  YD,F(7); 

on  trouvera  en  effet  de  cette  manière 

DiF(r)  =  P4YD,F(r)]  =  D,[T>D,F(r)l, 
DiF(r)=^D,{D,[T>D,F(r)]}=D,{D,[Y«D.F(j^)]} 

=  DUY5D,F(r)]. 

En  différentiant  de  nouveau,  et  répétant  plusieurs  fois 
les  mêmes  tranafoniuitions,  on  trouverait 

DiF(r)=D;  [Y^D.F(j)],....  D;F(r)  =  D;-'[Y"D.F(r)]. 

En  faisant  maintenant  dans  ces  diverses  équations  x  =  o, 
et  remarquant,  1°  que  pour  a:  =  o  on  sljt  =  x  ;  a®  qu^au 
lieu  de  prendre  la  dérivée,  par  rapport  à  jb,  d'une  fonction 
de  x  et  de  jz  ,  pour  y  donner  ensuite  kj  une  valeur  par- 
ticulière ,  on  peut  donner  d'abord  à  x  cette  valeur  et  dif- 
férentier  ensuite  \  on  aura 

Y(o)  =/(r)(o)  =/W,  F(o)  =  F(*),  D.Fco)  =  /WD.F(s) , 

DiF(o)  =  D,{[/(z)pD,F(»)}, 
DÎF(o)===D;{[/W]3D^(z)}...D;F(o)==Dr«{[/(*)]«D.F(.)}, 

F(r)  =  FW+x/(»)D.F(z)+^D,{[/W?D.FW} 


I  .2.3 


1.1 

'   W{[/(»)PD,F(»)}+etc.; 


cette  série  que  Lagrange  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  de  1770,  comprend  comme  cas  particulier,  celles 
du  n*  89  que  Ton  en  déduirait  en  faisant  z=o  et  F(y)=y. 


DIX-NEUVIÈME    LEÇON.  1^3 


DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 


Sar  les  dérivées  d'une  ou  de  plusieurs  variables  considérées  comme  dé- 
pendantes, prises  successivement  par  rapport  à  diverses  variables  con- 
sidérées comme  indépendantes.  —  Sur  remploi  de  la  différentiation 
pour  Pélimination  des  constantes  et  des  fonctions  arbitraires. 


91.  On  a  souvent  besoin  de  comparer  entre  elles  les 
dérivées  d'une  ou  de  plusieurs  variables  dépendantes, 
prises  successivement  par  rapport  à  diverses  variables 
considérées  comme  indépendantes;  or  cette  comparaison 
devient  très  facile  à  Faide  des  théorèmes  suivants. 

Théorème  i^'.  Les  dérivées  successives  d'une  même 
variable  dépendante  u ,  prises  par  rapport  à  une  certaine 
variable  s  y  conserveront  les  mêmes  valeurs  si  à  cette  va- 
riable on  en  substitue  une  autre  tj  liée  avec  elle  par  l'é- 
quation t=s+a,  ou  qui  n'en  difière  que  par  une  quan- 
tité constante. 

Démonstration.  De  l'équation  e  r=  5  +  a ,  on  tire 


ds 
'     dt        * 


et  par  suite 


du duds du      d*u d*u  ds d*u 

dt        ds  dt       ds'    dt*        ds*  dt       di* 

Corollaire.  Si  les  dérivées  successives  de  deux  varia- 
bles ri  et  1^,  prises  par  rapport  â  une  certaine  variable  s. 
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sont  égales  entre  elles,  elles  le  seront  encore  quand  on 
prendra  ces  dérivées  par  rapport  à  deux  variables  t  et  t, 
qui  sont  liées  avec  s  par  les  équations  t=s-{-a ,  T=s+b, 
ou  qui  ne  diflèrent  de  s  que  de  quantités  constantes  a  et  b, 
92.  THÉoaÈMii  a®.  Concev4îB«que  deux  variables  jc  et  y 
soient  liées  tour  à  tour  avec  une  troisième  variable  j, 
considérée  comme  variable  indépendante,  par  les  équa- 
tions 

et  que  les  fonctions  F,  /,  Fj,  /,,  soient  telles  que ,  dans 
le  passage  des  unes  aux  autres ,  les  variables  et  leurs  dé- 
rivées 

"'    57'    'dF "S^' 

df       d^y  d^y 

^'    H'    IF IF' 

jusqu'à  celles  de  Tordre  n  inclusivement ,  conservent  la 
m^ie  valeur  pour  ccptaincê  valeurs  de  a:  et  de  j^,  de 

sorte  que  les  dérivées  de  Tordre  «H- 1,  ^^^  ,  d^-t^'* ^° 

au  vofAm  Tune  d'elles ,  changent  de  valeurs  quand  ob 
paas?)  des  fonctions  F,/,  aux  fonctions  Fi  ,/t  ;  ai  Ton  con- 
sidère une  nouvelle  variable  r  liée  avec  x  et  jr  par  T 
tion  r=^F(pOfj)^  les  /^  première^  dérivées  de  cette 
riable ,  prises  par  rapport  à  5 ,  ou  les  quantités 

dr       d*r  d'^r 

ds'      d? d?' 

ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  des  fonctioiis 
F,  y,  aux  fondions  Fj,  yj. 

Démç^nstmtiQ^p  Puisque  a?,  y,  so^t  4e^  fonciicais  de 
s^  01^  aura»  w  Ai âiér^ntifloit  plusieurs  A>îft  de  siv te  Té- 


va- 
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quation  r^=F(x^y)j 

dr  _  dFdx       dF  dy 

ds^"^  dx ds        dy  ds^ 

d^r      dFd^x   .    dFd^y 

ds^"^  dx  ds^        dyds^ 

d^Fdx*  d*F  dxdy       d*F  dy^ 

«1 -4-2 ^-4- ^-— 

^  dx^  ds*  ^    dxdy  ds  ds        dy*   ds*  ^ 

d^r       dFd'x       dF  dy 
ds^       dx  ds^  ^^  dy  ds^  ^^ 

Or,  1°  les  quantités 

dF[x,y)      dF{x,y)      d*F[x,y)      d*F{x,y) 


dx  dy        *  dx*  dxdy 


y      V\\f    y 


dépendent  uniquement  de  la  forme  de.  la  fonction  F^ 
mais  nuUement  de  F,  y,  Fi ,  /i;  7?  les  dérivées 

dx      dy      d*x      dy  d'^x      dy 

di'    H'    IF'    IF'"  IF'    IF' 

conservent,  par  hypothèse,  la  même  valeur  quand  on 
passe  des  premières  fonctions  aux  secondes.  Il  en  sera 
donc  encore  de  même  des  dérivées 

dr      (Pr  d^r 


ds'     ds*''    '     d^ 


Ajoutons  que  la  dérivée        ^.^ ,  donnée  par  Téquation 

^»+ir       dFd^^^x   .   dFd^^y  .     ^ 
^^+'  ""  dx  €&-+«  ^  dy  d^^  ^       '  ' 

changera  ordinairement  de  valeur  avec     ,  ^^^, ,    ,  ,^^  , 

quand  on  passera  des  premières  fonctions  aux  secondes  ; 
néanmoins  le  contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  cerUins 


• 
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cas,  par  exemple,  si  les  valeurs  particulières  de  x  et  àey^ 
dont  il  est  question  dans  le  théorème,  réduisaient  i  o  les 

coefficients  'I^ ,  1£^  des  dérivées  ^,  ^, 

dx       '         df  ds^^^  d^** 

ou  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  change- 
rait. La  même  remarque  s'applique  aux  dérivées 

93.  Théorème  3^.  Concevonsmaintenantqueron  veuille 
prendre,  au  lieu  de  s,  r=s  F(x^j)  pour  variable  indé- 
pendante ,  les  n  premières  dérivées 


ds 

du 

dh 

d*s 

dr' 

dr-' 

dr^' 

'  dt^' 

dx 

dx 
dr-' 

d'x 
'  dr*' 

dx 
dr' 

d»x 

dr*  '• 

d'x 
'  dr* 

ne  cliangeront  pas  de  valeur  quand  on  passera  des  fonc- 
tions F, y  aux  fonctions  Fj,  yj. 

Démonstration.  Si  Ton  considéré  s  comme  fonction  de 
r,  les  variables  x,  j^,  et  par  suite  -F(x,  y),  deviendront 
des  fonctions  de  fonctions  de  r,  et  en  diâférentiant  plu- 
sieurs fois ,  par  rapport  à  r,  Téquation  r  =3  FÇx,  y) ,  on 
aura 


'  "■  ds  dr' 


dFds^ 
ds  dr 
_  dFd*s       d*F  ds* 
^"'dTd^'^'dFdi^*' 

_dFd'*s  d'^Fds" 

ds  dr"        ^    ds"  dr" 

Or,  comme  nous  Pavons  prouvé,  les  n  premières  déri- 
vées 

dF{x,x)  _^dr       d*F{x,y)  _  d^r  d"F {x, y) _d"r 

ds        "^ ds'  ds*        '^  ds*' ds"        ~dP' 
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conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,y* aux  fonctions  F, ,  y,  ;  il  en  sera  donc  aussi  de  même 

des  n  dérivées 

ds       d^s         d'*s 

liées  aux  premières  par  des  équations  du  premier  degré. 
Si  de  plus  ou  a  égard  aux  équations 

dx       dx  ds       djr      dy  ds 
dr'^ds  dr^     dr      ds  dr* 

d^x dx  d^s      d*x  ds^       d^y dy  d^s      d^y  di^ 

dr^'~''dsdF^'^'ds^dF^^     dr^  "^ds  dr^'^ds^dr^' 


d'*x      dxd^s  d'^r      dyd^s 

1 — =i--r:-f- etc. ,     — ^=~- - — f-etc., 

^r»       ds  dr*  ^     dr""       ds  dr*^^        * 

on  en  conclura  que  puisque  les  n  premières  dérivées 

dx       dy                 d*x       d^y        ds        d^s  d^s 

^'     57' Is^'      IF'      Jr'      dr*' dr^' 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  f  aux  fonctions  F|,  /"i ,  il  en  sera  de  même  des  n  dé- 

.  dx  dy         d'^x    d^y 

rivées— ,^,...^j^,^. 

Corollaire  i®'.  Sans  troubler  Fégalité  qui  existe  de  part 

,,  1  ^,  .    ,      dx  dy         d^x    d^y  , 

et  d  autre  entre  les  n  dérivées  -r-,  -r-  . . .  -j—")  -rr  quand 

ds    ds  ds'*     ds'*    ^ 

on  remplace  les  fonctions  F,  f  par  les  fonctions  F,,  /*„ 
on  peut  donc  substituer  à  la  variable  s  la  variable  r  liée 
par  une  équation  finie  quelconque  avec  les  variables  x ,  y\ 
seulement,  après  cette  substitution,  on  ne  pourra  plus  affir- 
mer que  pour  les  valeurs  particulières  dont  il  est  question 
dans  le  premier  théorème,  Tune  au  moins  des  deux  déri* 

vées      ^  .  ^ ,     ^  .'^  change  de  valeur  quand  on  passe  des 
premières  fonctions  aux  secondes. 

T.    I.  12 
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94.  Rien  n'empêche,  dans  les  théorèmes  qui  précèdent, 

»    de  supposer  r=^x^  alors  des  dérivées  —,  -7-^  , . . .  — —  la 

première  se  réduit  à  Funité,  les  suivantes  à  o,  tandis  que 

les  expressions  ~-,  ^^v3^>  deviennent  les  dérivées 

y'^  y'\ . .  .jr  ^"^  de  j^,  prises  par  rapport  à  a:;  on  peut  dès  lor» 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  4"**«  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  X  et  de  y  y  les  n  premières  dérivées 

(ùc       dy  d^x       d^y 


ds'     ds'        ds'''     ds 


de  deux  variables  x^y-y  liées  tour  à  tour  avec  une  troi- 
sième variable  5  par  les  équations 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  liées  tour  à  tour  entre  elles 
par  les  deux  équations 

<p(*»  /)  =  o>    ^PiC-^»  r)  =  o, 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  f  aux  fonctions  F, ,  /*»,  ou  de  la  fonction  y  à  la  fonc- 
tion (fi ,  il  en  sera  encore  de  même  des  n  premières  déri- 
vées j*',^",  . . .  jr^"^  de  y  prises  par  rapport  à  x,  et  par 
conséquent  des  différentieUes  dy^  d^y, . . .  d'y.  Ajoutons 
que  dans  le  passage  de  F,  y,  à  F, ,  y,,  la  dérivée  ou  la  dî- 
férentielle  de  Tordre  /}-f-  i  et  les  suivantes,  prendront 
ordinairement  des  valeurs  nouvelles^  néanmoins,  le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

95.  Si ,  en  considérant  toujours  r  comme  variable  in- 
dépendante, on  désigne  par  f ,  w,  etc. ,  de  nouvelles  fonc- 
tions des  coordonnées  a:,  y,  on  aura 


DIX-K'BUVIÈME    LEÇON.  1^9 

di  _di  djt       dt  djr 
dr       dxdr       dy  dr^ 

du        dt  d^x       de  d^y       dH  dx* 


dr*        dxdr*        dy dr*        dx*  dr* 


d*t    dxdy       d*t  dy* 

—, — r- 


dxdy  dr  dr       dy*  dr*  ' 


dH        dt  </"x     .    dt  dry    . 

rfr»        dxdr""         dy  dr""  '* 

,  ,         dx      dy  d^x      d^y 

€t comme  les  expressions  —,  -j- , . . .  --r-^ ,  -j-^ ,  conser- 
vent la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions  F,  f 

aux  fonctions  F» ,  /* , ,  il  est  clair  qu'on  en  pourra  dire  au- 

I  j      -        .         ,,.,     dt  d*t      d'^t 

tant,  non-seulement  des  tonctions  dérivées  -v  ^  -r->«'«  -r-  » 

dr  dr*       dr^ 

mais  encore  des  diflFérenti  elles  dt^  d^tj...  dH.  On  arrive- 
rait à  des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion u  à  la  fonction  f .  On  pourra  même ,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit ,  échanger  entre  eUes ,  de  toutes  les  maniè- 
res possibles,  les  fonctions  f,  u,  r,  et  énoncer  générale- 
ment le  théorème  suivant. 

Théorème  5™*.  Si  pour  certaines  valeun  de  x  et  de^, 
les  n  premières  dérivées 


dx 

d*x 

d'x 

dy 

dy 

d^j 

dt' 

ds'  '•• 

•  ds-' 

ds' 

ds^'- 

■  d»«' 

des  variables  a: ,  y,  ne  changent  pas  de  valeur,  quand ,  aux 
équations 

a:  =  F(*),     r=f{s)     ou     F  (x,  5)  =  o,    f{x,s)  =  Oy 
on  substitue  les  suivantes 

X  =  F,(f),     y  =/t{s)     ou     F,(x,  s)  =  o,    /,(x,  s)  =  o, 
on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières  dérivées  ou  des 


12. . 
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n  premières  différentielles  d^une  fonction  quelconque  t 
des  variables  x^y^  prises  par  rapport  à  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  u  de  ces  mêmes  variables. 

Si  les  dérivées  de  Tordre  /ï  •   -  "^ 


I  *  -rz2r  î    ,    j,  ^   ou  au 

moins  Tune  d^entre  elles ,  changeaient  de  valeur  dans  le 
passage  des  fonctions  F,  f^  aux  fonctions  F. ,  /^ ,  il  en 

sera  en  général  de  même  de  la  dérivée      ^^,  ou  de  la 

différentielle  <4"^*t;  le  contraire  pourrait  cependant  avoir 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

96.  On  arriverait  à  des  conclusions  analogues  si ,  au  lieu 
de  deux  variables  x^jr^  on  en  considérait  trois  Xj  jTj  z^ 
et  Ton  démontrerait  facilement  le  théorème  suivant  : 

TntoiièME  6"*.  Si  pour  de  certaines  valeurs  dejc^jr^z, 
les  n  premières  dérivées 

dx      d*x  rf*x  dy      d*y  d^y 

H'   'dP'-'lI^'      H'    dF^'^lP^' 

dz      d*z  d^z 

di'     di^"'     dT^' 

^es  variables  x,  jr^  z,  ne  changent  pas  de  valeur,  quand, 
aux  équations 

xzirFW,     r=/W,      »  =  fW, 
ou 

F(j?,  s)  =  a,      /(/,  5)  =  o,       f(»,  5)  i=  o, 

on  substitue  les  suivantes 

X  =  F.w,     r  =/.(»),     «  =  f.W, 

ou 

F,(x,  s)  =  o,      fxiXy^)  =  o>       fi(«»  *)  =  o, 

on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières  dérivées,  ou 
des  n  premières  différentielles  d^une  fonction  quelcon- 
que t  des  trois  variables  x,  j*,  z,  prises  par  rapport  à 
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ime  autre  fonction  arbitraire  u  de  ces  mêmes  variables. 

Si  les  dérivées  de  Tordre  n+  i,  ^^,  ^jj^^^,  -^^^^ 

ou  au  moins  Tune  d'entre  elles ,  changeaient  de  valeur 
dans  le  passage  des  fonctions  F,  f,  f ,  aux  fonctions  F, , 
/,,  f,,  il  en  sera   en   général  de  même   de  la  dérivée 

^^^y  OU  de  la  difierentielle  rf."'*''? ,  quoique  le  contraire 

puisse  arriver  dans  certains  cas  particuliers. 

Rien  n'empêche,  dans  le  théorème  qui  précède,  de  faire 
u=  Zj  puis,  tour  à  tour,  t  =  x^  f^=^J\  on  arriverait  de 
cette  manière  à  un  nouveaii  théorème, 

Théorèmb  7*?®.  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  x,  j'-,  Zy  les  n  premières  dérivées 


dx          d^x 

dx 

d^y 

dz 

d'^z 

de'"  ds^' 

ds"" 

ds""' 

ds'" 

ds^' 

dcss  variables  x^y^  z,  liées  tour  à  tour  avec  s  par  les 
équations* 

F(x,^)=:o,       /(j,  5)  =  0,        f(a,j)  =  o, 
F,(ar,*)  z=  G,      A{yys)  =  o,       U(zys)  =  p, 

pu,  ce  qui  revient  au  même,  liées  tour  à  tour  entre  elles 
par  les  équations 

^(«>r>«)=o»  Aj(*>7»»)=Oj  ^x(*,7,»)=o,  Zti^,yfZ)=o, 

ne  changent  pas  de  valeurs,  quand,  aux  fonctions  F,  /*,  f, 
on  substitue  les  fonctions  Fi,/*!,  f.,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  quand,  aux  fonctions  (fet^^on  substitue  les  fonc- 
tions Oi  et  Xi  \  on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières 
dérivées 


dx 

d*x 

d'x 

rf/ 

d'y           d'y 

dz' 

dz''- 

•'  dz-' 

dz' 

dz'"'  dz' 

prises   par    rapport   à  ^,  considérée    comme  seule  va- 
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riable  indépendante.  Si  les  dérivées  ^^^^  etc.,  ou  da 
moins  Tune  d'entre  elles,  changeaient  de  valeurs,  il 
en  sera  en  général  de  même  des  dérivées      ^^ ,  -rr^t  ^ 

quoique  le  contraire  puisse  arriver  dans  certains  cas. 

97.  On  se  sertsouventdeladifférentiationpour  éliminer 
d'une  équation  un  certain  nombre  de  constantes  •,  et  cette 
élimination  conduit  quelquefois  k  des  résultats  fort  im- 
portants; nous  entrerons  à  ce  sujet  dans  quelques  détaib. 
Remarquons  d'abord  que  Ton  trouverait  les  mêmes  équa- 
tions différentielles  si,  au  lieu  de  l'équation  F(x,  j^)=  o, 
on  avait  F(ar,j^)  =  c,  c  étant  une  constante,  parce  que 
la  constante  disparait  à  la  première  différentiation  pour 
ne  plus  reparaître  jamais.  De  ces  équations  différentielles 
identiques    on  tirerait  les  mêmes  valeurs  des  dérivées 

-^,  -T^,  etc.  (^uoiquuue  équation  ne  se  présente  pas 

sous  la  forme  F(x,  j^)  =  c,  il  arrive  souvent  qu'une  ou 
plusieurs  différentiations  font  disparaître  des  constantes. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

en  la  différentiant  deux  fois  de  suite  on  aura 

et  les  deux  constantes  r  et  a  auront  disparu.  Dite  troi- 
sième différentiation  donnerait 
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Pe  ces  équations  réunies,  on  tirera 

^  ^  X — a     dy  __  (x — g)'+(^— r)'  _ 


dx^b—x'      da-^           {à—X?  ^(*— /)'' 

d^X  ^  ^*   3/'*(jr  —  a) 

et  en  éliminant  y  —  h  entre  les  deux  dernières , 

(dr-         \d^y        ^dy  (dy\-_ 
\d^^'^'Jd^~^di\d^J'-'         . 

Or  cette  dernière  équation  ne  contient  aucune  des  cons- 
tantes a  y  ft,  r. 

On  pourrait  aussi ,  au  moyen  de  ces  diverses  équa- 
tions, exprimer  les  trois  constantes  a,  &,  r,  en  fonction 

±  =  r'   ^- 
dx      ^  '  dx* 

trouvera  en  effet 


de  x,  de  j^  et  des  deux  dérivées  ^  =^S  ^3"=^^"?  ^^ 


XXX 
On  conclura  de  ce  qui  précède,  que  de  Féquation 

(r  —  *)*  +  {^  — «)•='•% 

qui  contient  trois  constantes  arbitraires,  on  pourra  dé- 
duire, i^  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre 
qui  n^en  contient  aucune  ;  2^  trois  équations  du  second 
ordre  qui  en  contiennent  chacune  ime  ;  3^  trois  équations 
du  premier  ordre,  dans  chacune  desquelles  il  y  aurait 
deux  constantes  arbitraires. 

98.  En  général,  si  Ton  a  une  équation  entre  x,  jr  et 
n  ccmstantes  arbitraires ,  et  qu'on  la  différentie  un  nombre 
m  de  fois,  on  aura  /n-|-  i  équations  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  m  constantes,  ce  qui  donnera  ime  équa- 
tion différentielle  de  Tordre  m ,  où  il  ne  restera  qu'un 
nombre  n — m  de  constantes^  et  conmie  on  peut  choisir 


^ 
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à  volonté  les  m  constantes  qu'on  élimine ,  il  est  évident 
qu'on  pourra  former  autant  d'équations  de  Tordre  m, 
renfermant  n  —  m  constantes,  que  l'on  peut  faire.de 
combinaisons  m  k  m  avec  n  quantités ,  c'est-à-dire 

, _ , 

1.2*0. •■  m 

Lorsqu'on  différentie  n  fois,  on  a  n+i  équations  entre 
lesquelles  on  peut  éliminer  les  n  constantes  de  l'équation 
d'où  l'on  est  parti  :  on  a  ainsi  une  équation  de  l'ordre  n 
où  il  n'en  reste  aucune ,  et  qui  est  commune  à  toutes  les 
équations  que  l'on  peut  déduire  de  la  proposée ,  en  attri- 
buant successivement  aux  constanteç  qu'elle  contient 
toutes  les  valeurs  possibles.  Il  est  important  de  remar- 
quer que  si-,  après  avoir  calculé,  comme  nous  Pavons  dit 
tout-à-l'heure ,  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m 
qui  ne  contienne  qu'un  nombre  n — m  de  constantes,  on 
différentiait  de  nouveau  cette  équation  n — m  fois,  ce  qui 
donnerait,  en  la  réunissant  aux  équations  résultant  de 
cette  opération,  un  nombre  n  —  m  -(-  i  d'équations,  et 
qu'on  éliminât  entre  elles  les  n — m  constantes  restantes, 
on  retomberait  toujours  sur  la  même  équation  difléren- 
tielle  de  l'ordre  n  qui  n'en  contient  aucune» 

99.  n  est  inutile  de  nous  arrêter  à  la  possibilité  de 
l'élimination  d'un  certain  nombre  de  constantes  par  h 
différentiation  successive  d'une  ou  de  plusieurs  équadons 
à  plusieurs  variables  indépendantes.  Passons  à  l'éBmina- 
tion  des  fonctions  arbitraires.  Considérons  d'abord  Té- 
quation  u=:(f(y)^  dans  laquelle  u  etu  sont  des  fonctions 
de  x^  j,  z,  et  (f(y)  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire 
de  u.  En  donnant  tour  à  tour  à  cette  fonction  différentes 
formes,  on  obtiendra  diverses  équations,  qui  offriront 
toutes  un  caractère  commun,  en  ce  sens  qu'on  peut,  en 
éliminant  la  fonction  ^ ,  arriver  à  une  équation  qui  soit 
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commune  à  toutes  celles  que  peut  représenter  Tëquation 
u=f(y).  En  effet,  différentions  cette  équation  en  re- 
gardant tour  à  tour  x  et  z  ou  j^  et  z  comme  seules  va- 
riables ,  et  posons,  pour  abréger, 

dz  tU 


il  viendra 


dx"^'    ^r~*. 


dx^  ''  dz''^  ^'^  \dx  ^^  ^  j* 
du   ,       du         , ,  .  (dç    .       d9\ 

En  divisant  ces  deux  équations  l'une  par  Tautre,  et  posant 

Pdudv        dudv      ^       dudv       dudv      _       dudv      dudv 
— . ,^^  O  sss «i»  — — n  — , 

dfdz       dzdjr*  dzdx      dxdz^  dxdy     dfdx* 

on  trouvera  Téquation  aux  différentielles  partielles  du 

premier  ordre 

P/?  -f  Q^  =  R. 

100.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  deux  équations 
de  la  forme 

dans  laquelle  c  est  une  fonction  implicite  de  x^y^  z,  et 
?  ip)x  X  W»  ^^^"  9  ^^  fonctions  arbitraires  de  cette  quan- 
tité^ voyons  dans  quels  cas,  par  des  différentiations  suc- 
cessives ,  on  pourra  éliminer  la  quantité  c  et  les  fonctions 
arbitraires.  Pour  y  parvenir,  il  faudra  considérer  z  et  c 
comme  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x,  y, 
puis  éliminer  les  quantités 

de      de      d*c        d*c       d'c 
""'   di'    Ty'    Ib^'    d^'    ^»'    •' 

entre  les  équations  données  et  celles  qu'on  en  déduit  par 
des  différentiations  successives  relatives,  soit  à  la  Variable 
a:,  soit  à  la  variable j^.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
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que  Ton  déûgne  par  m  le  nombre  des  fonctions  arbi- 
traires 9  (c),  j^  (c),  ^  (c). . . ,  et  par  n  un  nombre  entier 
quelconque  ;  si ,  parmi  les  diiTérentielles  de  c  et  les  déri- 
vées des  fonctions  arbitraires  f(c),  x(p)^**'  ^^  ^^1*€* 
celles  dont  Tordre  e^upérieur  à  /i,  le  nombre  des  termes 


de  la  série 


de        de  d'*e  d*e  d'c 


'     dx'     dy'    "    dx'^'      dxdf'^-^'''    <r*' 

sera  égal  à )\   "^  )  ^   tandis  que  le  nombre    des 

quantités 

sera  égal  à  (/ï-J-  i)/».  D^autre  part,  si  Ton  joint  aux 
équaticjps  données  leurs  dérivées  d^un  ordre  inférieur  on 
égal  à  n,  on  obtiendra  en  tout  (/ï-J-i)(nH-2)  équations, 
et  l'on  pourra  entre  ces  dernières  éliminer  la  quantité  c, 
ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
celles  de  Tordre  n ,  pourvu  que  Ton  ait 


7.  ^  '  7, 


or  cette  condition  sera  remplie  si  Ton  prend  n=ztim — i, 
et  alors  Télimination  produira  m  équations  aux  différeo- 
tielles  partielles,  auxquelles  satisferont  toutes  les  équations 
que  Ton  peut  déduire  des  équations  proposé^. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  une  seule 
fonction  arbitraire  ff  (c) ,  et  se  réduisent  à 

/[x,  j,  a,c,  ^  (c)]  =r  o ,     F  [x,  jr,  a,  *,  (p  (c)]  =  o , 

en  joignant  à  chacune  de  ces  deux  équations  les  deux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre ,  on  obtient  en  tout  âx 
équations  entre  les  quantités 

dz  dz  de      de         /\//\ 
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et  rélimination  des  cinq  dernières  de  ces  quantités  entre 
les  six  équations  dont  il  s'agit,  produit,  comme  on  devait 
s'y  attendre,  une  équation  aux  diflërentielfes  partielles 
du  premier  ordre  entre  les  variables  indépendantes  x^y 
et  la  variable  dépendante  z. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  deux  fonc- 
tions arbitraires  ç  (c),  j(  (c),  et  se  réduisent  à 

f\.^>  Xy  2,  c,  <p  (c),;t  W]  =  o,    F  [x,  X,  z,  c,  ^(c),  x  W]  =  07 

en  joignant  à  chacune  de  ces  équations  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre,  on  n'obtient  en 
tout  que  douze  équations  entre  lesquelles  il  n'est  pas  pos- 
sible d'éliminer ,  du  moins  en  général,  les  douze  quantités 

de      de      d*e      d*e       d*e 
""•  di'    d^'    ^*   d^f'    ^' 

<P{ch  ^'(c).   ¥\c),   jc{c).   x!{c).   X''{cy. 

mais  en  s'élevant  jusqu'aux  équations  du  3"®  ordre,  on 
obtiendra  en  tout  vingt  équations,  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  ces  douze  quantités  avec  les  suivantes  : 

d^e        d^e  dh        d^e       „,  .        ^ .  . 

5?»    d^'    d^**    ^'  ^    (''^'   ^  ^""^^ 

et  l'éliminatien  produira  deux  équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  3"*®  ordre,  entre  les  variaUee  indé- 
pendantes x^j^  et  la  variable  dépendante  z. 

n  est  bon  d'observer  que,  dans  certain  cas,  l'ordre 
des  équations  aux  différentielles  partielles  produites  par 
l'élimination  dont  nous  venons  de  parler ,  peut  s'abaisser 
considérablement.  Supposons ,  par  exemple ,  que  les  équa- 
tions données  renferment  trois  fonctions  arbitraires  f  (c), 
X(c),  ^(c)\  comme  on  aura  dans  cette  hypothèse  m=:3, 
am — 1  =  5,  il  faudra  généralement,  pour  effectuer  l'éli- 
mination, s'élever  jusqu'aux  dérivées  du  5*"*  ordre,  et 
cette  élimination  produira  trois  équations  aux  différen- 
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tielles  partieUes  du  S"*  ordre,  entre  Xy  y  et  z.  Mais  si 

Ton  établit  entre  les  fonctions  9>(c),  x  (^)>  4^  W»  ^^  **" 
lations  j^  (c)  =  y '  (c) ,  ^  (c)  =  y  "(c) ,  c'est-à  -dire  si  les 
équations  proposées  se  réduisent  à 

alors,  en  joignant  à  ces  formules  leurs  dérivées  du  pre- 
mier et  du  second  ordre ,  on  obtiendra  en  tout  douze 
équations ,  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  oiue 

cjuantités, 

de      de       d^c        d^c        d*c 

^*    dx'    d^'    db^*'     d^'    dp' 

^W,    P'{c).  ^"{c).   r{ch   ^^'{ch 

et  Télimination  produira  une  seule  équation  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  second  ordre ,  entre  les  variaUes 

Nota,  Les  deux  équations 

équivalent  évidemment  à  une  équation  unique 

De  cette  remarque ,  joint  à  ce  qui  précède,  on  conclut, 
i^  qu'il  ne  suffit  pas,  en  général,  de  recourir  aux  diffi?- 
rentielles  du  second  ordre  pouï*  éliminer  d'une  équatioii 
donnée  deux  fonctions  arbitraires  (f{x^y^  z),  x(^>^>  *)' 
a^  qu'en  recourant  aux  différentielles  du  second  ordre  on 
pourra  toujours  éliminer  de  l'équation 

F  [^1 7, 2,    0{xyf  »),    ^'(j?,r,  «),    <p"{xt  y,  2)]  =  o, 

la  fonction  arbitraire  (f  et  ses  dérivées  f ',  (f. 

FIN    DE    LÀ    PREMIÈRE    PARTIE. 
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SECONDE  PARTIE. 

APPLICÂTIOnS  GÉOMÉTRIQUES,  OU  RECHERCHES  DES  PROPRIÉTÉS 
DES  COURBES  PLANES  ,  DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE  ET 
DES  SURFACES. 


VINGTIEME  LEÇON. 

De  la  tangente  et  de  la  normale  à  cne  courbe  plane  et  située  dans  un  plan 
pris  pour  plan  unique  des  coordonnée^.— Longueurs  appelées  Tangisnte, 
Normale  ^  Sous-tangente ,  et  Sous-normale.  '  ' 


101 .  Définition.  La  tangente  à  une  courbe  en  un  point 
donné  (pCjj)  est  une  sécante  dont  deux  au  moins  des 
points  d'intersection  sont  réunis  en  un  seul. 

Pour  déterminer  la  tangente  à  la  courbe  au  point  Xyjr^ 
menons  par  ce  point  un  demi-axe  parallèle  à  l'axe  des  x  et 
dirigé  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  concevons  qu'un  rayon 
vecteur  mobile  appliqué  d'abord  sur  ce  demi-axe ,  tourne 
de  droite  à  gauche  autour  du  point  x^jTy  et  vienne  coïn- 
cider avec  la  corde  ou  sécante  menée  du  point  x^  j,  au 
point  X  H-  Ar ,  j'  +  4X  '»  ®^  ''^'^  nomme  t  l'angle  qu'aura 

décrit  le  rayon  vecteur  -,  on  aura  tang  f  =  —  •,  et  en  ap- 
pelant I ,  »,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
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la  sécante ,  son  équation  serait 

"  ^    -AX^^         ""^^      J— X~AX- 

Concevons  à  présent  que  le  point  (x-\~ÙJC^y  -|-  Ajr) 
vienne  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  (x,  j^),  la 
sécante  qui  joint  ces  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  k 
se  confondre  avec  une  certaine  droite  que  Ton  nonmie 
tangente  k  la  courbe ,  et  qui  touche  la  courbe  au  point 
(x^y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tangente,  il 
suflBt  de  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  l'angle 
t  quand  les  difiérences  Ax^  Ay  deviennent  infiniment 
petites.  Or ,  en  appelant  t  cet  angle ,  on  aura 

On  tire  de  cette  équation 

dx  i  .1  ,  cbc 

col  r  =:—-;-=— -7 ,  COS  r^: 


et  en  appelant  Ç ,  19 ,  les  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que de  la  tangente ,  son  équation  sera 

'      ^-^^^      ''^'     ~^-~S^- 

102.  Si  parle  point  (a: ,  y)  on  mène  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  tangente,  elle  fera  avec  Taxe  desx  un  an- 
gle V  déterminé  par  l'équation 

I      I    dx 

**^'~~taiigr~~7''~~^' 

et  les  coordonnées  ( ,  19  9  d'un  point  quelconque  de  cettp 
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perpendiculaire  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  nor^ 
medcy  vérifieront  Téquation 

103.  Supposons  que  Téquation  de  la  courbe  dont  il  s'a- 
gît soit  II  =  F(ar,  j^)  =  o.  En  différentiant,  on  a 

—  dx  -4-  — —  dy  =r  o  • 
dx        ^  dy  ^  ' 

et  en  substituant  dans  cette  dernière  équation ,  à  la  place 
de  dx^  djTj  les  quantités  proportionnelles  $  — x^n  — y  y  ou 
—  (>7 — jr),  Ç  —  x,  on  trouve  pour  Téquation  de  la  tan- 
gente 

«t  pour  Téquation  de  la  normale, 

Ainsi ,  pour  obtenir  Téquation  de  la  tangente ,  il  sujffit  de 
remplacer  dans  Téquation  différentielle  de  la  courbe  les 
différentielles  dx^  dy  par  les  différences  \  —  x^-n  — y\ 
au  contraire ,  pour  obtenir  Téquation  de  la  normale ,  on 
devra  remplacer  dy  par  \  —  Xj  et  dx  par  ^ —  (n  — y). 

104.  Scolie  1^'.  Les  équations  de  la  tangente  et  de  la 
normale  ne  changeraient  pas  si,  à  Téquation  Y(^x^y)=o^ 
on  substituait  l'équation  F(a: ,  j^)  =:  c ,  ou  u  =  c. 

Scolie  a®.  En  regardant  dans  les  équations 

d¥  dF 

d¥  dF 

^ ,  )9  comme  des  quantités  constantes ,   chacune  de  ces 
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deux  équations,  combinée  avec  Téquation  F(j:,^)  =  o^ 
donnerait  les  coordonnées  x  ^Xy  des  points  où  les  tan-* 
gentes  et  les  normales  menées  par  le  point  \ ,  y;  rencon- 
trent les  différentes  courbes  représentées  par  Féquation 
F(a:,j')  =  c;  et  puisque  ces  deux  équations  sont  indé- 
pendantes de  la  quantité  c ,  qui  seule  varie  d^une  couibe 
à  l'autre,  elles  représenteront  évidemment  les  lieux  géo- 
métriques des  points  où  les  courbes  qu'on  déduit  de  Té- 
quation  F(a:, 3^)=  c,  en  faisant  varier  la  constante  c, 
sont  rencontrées  par  celles  de  leurs  normales  ou  de  leurs 
tangentes  qui  passent  par  le  point  | ,  y?  |  de  sorte  que  pour 
mener  par  le  point  \ ,  n  des  tangentes  ou  des  normales  à 
ces  courbes ,  il  suffira  de  construire  les  deux  lignes 

dY  dF 

(«-*)^-(»-r)^  =  o; 

elles  rencontreront  les  courbes  F(x,j)=cen  certains 
points  que  Ton  joindra  au  point  | ,  y}  ,  et  Ton  aura  les  tan- 
gentes et  les  normales  cherchées. 

105.  applications.  Si  Féquation  F  (or ,  j^)  =  c  se  réduit 
à  u+  u  -1- tv  +  . . .  =  c,  u,  J',  IV...  étant  des  fonctions 
entières  et  homogènes ,  la  première  du  degré  m ,  la  se- 
conde du  degré  m  —  i ,  la  troisième  du  degré  m  —  2,  on 
aura 

dV du       d(f        d(v  d¥       du       d»       dw 

1 —  —  3"  •  3"  "T"  T"  "T*  €tc.  y  -j—  =  -—  -4-  ---  +  ---  -4"  etc.  • 
dx        dx       dx        dx  dy        dy       dy        dj 

et  Féquation  de  la  tangente  deviendra 

^^         \(^^  .  dv       dw     \   ,    ,  J du  ,  dv       dw     \ 
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Mais,  en  vertu  du  th<k>rème des  fonctions  homogènes,  on 


aura 


a 

du  du  dtf    ,        dp  ^ 

l'équation  de  la  tangente  se  réduira  donc ,  en  ayant  égard 
à  l'équation  uH-i'  +  îv+...=  c,à 

^fdu     dif      d(v\         (du,      dç      d(v     \ 

Cette  équation  représente,  quand  on  y  regarde  a:,  y,  comme 
seuls  constants,  $,  yj,  comme  seuls  variables,  la  tan- 
gente à  la  courbe  menée  par  le  point  (x^j)-^  et  quand  on 
y  regarde  Ç,  m  comme  constants,  Xj  y  comme  varia- 
bles ,  ime  courbe  du  degré  m  —  i  qui  renferme  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes  qui  concou- 
rent au  point  (^,  yj).  Si  f'  =  o,  w  =  o, on  a 

^  du         du 

406.  i"  Exemple.  Considérons  le  cercle  x*  +  r'=R*. 
Ici  m=:2,     a  =  x*-|-j'*,     c  =  R*, 

Téquation  de  la  tangente  est  i^a:+  >}j^  =  R*.  On  y  par- 
viendrait encore  en  remplaçant  dans  Téquation  différen- 
tielle xdx  +jrdjr  =  o^  dx  et  dy  par  |  —  x  et  yj  — y  : 
ce  qui  donne 

(f  —  x)x-|-(v  — r)r  =  o  ou  fx-(-flfr=**H-r*  =  R*. 

L'équation  de  la  normale  est 

(f  —  x)  j  —  (v  — j)x  =  o  ou  (y —  11^  =  0^  ~^-, 

équation  de  la  droite  ou  du  rayon  qui  va  du  centre  au 
point  (JC9  J").  L'équation 

[\^x)x^{tl  —  7)/=:0, 

T.  I.  i3 
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Si  Téquation  de  la  courbe  était 
Téquation  de  la  tangente  deviendrait 

3°*"  Exemple.  La  parabole  j)^'  =  2/?x.  L'équation  de  la 
tangente  est 

(n — x)x — p{S  —  x)=:o  ou  njr  —  p(  z=ipx  ; 

celle  de  la  normale 

jr{S  —  x)+p{it — y)  =  o,  etc. 

4"*  Exemple.  La  logarithmique 

les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 
x\a{>i  — /)  —  (f  —  x)  =  o,  x]a{i — x)  +{n  —7)  =  0. 
5"**  Exemple.  La  spirale  logarithmique 

^  =  tatgl  V*"-  >  arctang^  =  H/je+j»  — IR; 
jr  n  «V 

en  différentiant,  on  a        v, 

xdy — jrdx  =  xdx+jrdx^     dx{x'^x)  +  ^(jT  —  J?)  =  0; 

et  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

(e  — jr)(j  — x)  — (9  — jr)(x  +  ^)  =  o. 

Lorsqu'on  y  regarde  Ç,  >}  comme  constants,  x^y  comme 
seuli  variables ,  ces  dernières  équations  représentent  deux 
cercles  qui  coupent  la  spirale  logarithmique  aux  points 

i3. . 
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OÙ  elle  est  rencontrée  par  celles  des  tangentes  qui  con- 
courent au  point  (Ç,  yj). 

107.  Si  les  axes  des  coordonnées  cessaient  d^être  rec- 
tangulaires et  faisaient  entre  eux  Fangle  o) ,  le  rapport  -^ 

exprimerait  non  plus  tangr,  mais  t—: '^  l'équation 

de  la  tangente  serait  toujours 

et  Téquation  de  la  normale  deviendrait 

,+^cos« 

0'-r)=^r- '  ('-^)  =  /+«»,>  (^-'^ 

-V-  +  cos  #  -^   ^^ 

ax 

108.  Considérons  une  courbe  quelconque  AB(yîgr.  i)  au 
point  M  de  cette  courbe,  menons  à  la  tangente  la  normale 
MN  ^  les  parties  MT  et  MN  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male comprises  entre  le  point  de  tangence  et  Taxe  des  x 
sont  ce  qu'on  appelle  la  tangente  et  la  normale ,  nous  les 
désignerons  par  les  lettres  T  et  N  ;  on  appelle  sous-tan- 
gente et  sous-normale,  et  nous  désignerons  par  les  nota- 
tions Sf ,  Sn  9  les  distances  comptées  sur  Taxe  des  x  entre 
le  pied  de  l'ordonnée  et  les  points  où  cet  axe  est  ren- 
contré par  la  tangente  et  la  normale  à  la  courbe.  Ces 
quatre  lignes  sont  faciles  à  calculer. 

En  effet,  en  désignant  par  ^t ,  |i  les  abscisses  des  points 
où  la  tangente  et  la  normale  rencontrent  Taxe  des  x^  les 
longueiu^  S|,  S„  sont  égales,  au  signe  près,  aux  différen- 
ces Ç,  —  a: ,  $1  —  X ,  mais  en  faisant  13=0  dans  l'équa- 
tion de  la  tangente  et  de  la  normale ,  on  a 
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4oiic 

et  par  suite 

on  a  donc 

On  parvient  encore  plus  simplement  à  ces  valeurs  en  re- 
marquant cjue  si  r  et  V  sont  les  angles  cjue  la  tangente  et  la 
normale  font  avec  les  axes,  les  triangles  rectangles  MTP, 
MNP  donnent 

Ces  équations  donnent  S,  .S„  =j*j  l'ordonnée  y  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-tangente  et  la  sous- 
normale.  < 
Exemples  : 

S«=±x,     N=:R,     T=:±-(R«— x«f; 
a®.  Ellipse  ou  hyperbole  :      —  ±  ~-  =±  i , 


le  rapport  de  la  sous-normale  à  l'abscisse  est  constant,  la 
sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe  b  ^ 

3®.  Parabole  :    ^*  =  ^px ,     S/  =  2ar,     S„  =  /? , 

la  sous-normale  est  constante  et  la  sous-tangente  double 
de  Fabscisse  ; 

4".  Laiogarithraique     x  =  hy  =  ply , 


la  sous-tangente  est  constante* 

t09.  S^.Oycloïde.  Concevons  que  le  cercle  ADE(^^.  a), 
tangent  à  la  ligne  AX  au  point  A,  roule  sur  cette  ligne 
AX ,  le  point  de  la  circonférence  qui  coïncidait  au  premier 
instant  avec  le  point  A,  décrira  une  courbe  que  ron  nomme 
cycloïde.  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  lignes 
AX,  AY;  pendant  que  le  cercle  roulera  surPaxe  desx,  le 
centre  se  mouvra  parallèFement  au  même  axe ,  et  le  rayoo 
CA  tournera  autour  du  centre  en  décrivant  un  angle  qui 
croîtra  sans  cesse  ^  désign<His  par  ci)  cet  angle  MON,  par 
AN  =  a ,  ON=i  les  coordonnées  du  centre  O,  par  AP=x, 
PM  =  j^  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  rayon  ou  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe,  l'arc  MN  =  Ro)  sera  évi- 
demment égal  a  la  ligne  AN  =  a,  puisque  tous  les  points 
de  l'arc  MN  se  sont  tour  h  tour  appliqués  sur  AN  ;  on  a 
donc     a  =  Rco ,  è  =  R , 

;c  =  AP  =  AIN  —  PN  =  AN  —  MQ  =  ÏU  —  Rsin#, 
r  =  MP  =  ON  —  QN  =  R  —  R  cosé»; 
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on  aura  donc,  en  admettant  que  la  notation  arc  cos  dé- 
signe  toujours  un  arc  compris  entre  les  limites — -,  H — , 


a:=R(ir — p  sina»),      j^  =  R(i  —  cos#),     oo&mzzz 


R 


R— r 

#  :=  arc  cos 


j^      ±ii«r,      sia«  =:dz  ^V'^aRr  — /'• 

Dans  cette  seconde  formule  on  doit  prendre  le  signe  + 
ou  le  signe — ,  suivant  que  Fangle  «  est  de  la  forme  awTr+O 
ou  de  la  forme  (ti^+  i)'V  +  âr  ^  étant  plus  petit  que  ir, 
de  sorte  que  Ton  peut  écrire 

♦  sb ET  =  g cosfur  K  ftRr  —  j*, 

ar  =  R  f  arc  cos     ^     ±  /ît  j  — cos/ïît  V^2R7  •—  j^. 

On  reconnaîtra  sans  peine ,  à  Faide  de  ces  équations ,  que 
la  cycloïde  est  composée  d'une  infinité  de  bi^anclies,  toutes 
pareilles  les  unes  aux 'autres,  dont  les  points  extrêmes  si- 
tués sur  Taxe  des  x  répondent  aux  abscisses 

j?  =  o,     jr=±2«rR,     J?=±4«"R>*-     J?=db5l/ïsrR, 

et  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties  symétriques 
par  une  ordonnée  correspondante  aux  abscisses 

or  =  îtR,     o:  =  db  3srR, ...     x  =  ±  {in  —  ijwR,  etc. 

De  plus,  en  diflerentiant  les  équations 

x  =  R(#  —  sin*»)    et    j=R(i— cos»), 

on  trouve 

</x:=R(l -—cos «)</«=:  J^y     dy  •=.KÛiï«id«iy 
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d'où 


dx  Y  Y  V    r  ' 


r 

et  Ton  aura  par  suite , 

On  condutfacilement  de  ces  valeurs,  que  si  dans  le  cercle 
générateur  de  la  cycloïde,  on  trace  un  diamètre  parallèle 
à  Taxe  des  y,  les  directions  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  au  point  M  (a;  j  j^)  seront  4onnées 
par  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  extrémités 
de  ce  diamètre,  de  sorte  que  la  longueur  appelée  normale 
sera  précisément  la  corde  MN  qui  dan»  le  cercle  géné- 
rateur sous-tend  Tangle  («). 


y 
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Asymptotes  des  courbes  planes.  —  Propriétés  diTerses  des  courbes  planes 
déduites  de  leurs  équations.  —  Points  singuliers. 


110.  On  appelle  asymptote  d'une  courbe  plane,  une 
droite  de  laquelle  cette  courbe  s'approche  indéfiniment 
sans  pouvoir  jamais  la  rencontrer.  Il  est  facile  de  trouver 
les  asjrmptotes  d'une,  courbe  représentée  par  une  équa- 
tion quelconque  y  =Y{x)  ou  f(x^y)z=i  o.  En  effet, 
considérons  d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe 
des^,  et  soit  jrz=  ao:  +  6  l'équation  de  l'une  d'entre 
elles.  L'ordonnée  correspondante  de  la  courbe  devant  se 
réduire  sensiblement  pour  de  très  grandjes  valeurs  nu- 
mériques de  a: ,  à  l'ordonnée  de  l'asymptote ,  elle  se  pré- 
sentera sous  la  forme  j^  =  aa:-+-6±c,  e  étant  une 
quantité  qui  s'évanouira  pour  j:  =±00.  Cela  posé, 
l'équation  qui  précède  donne 


C 

et 

X        X 


y      C f 

=  1  —  -H--» 


d'où ,  en  faisant  x  =  ±:  oo  ,  et  remarquant  que  si  6  était 
mfini,  l'asymptote  située  à  une  distance  infinie  dispa- 
raîtrait tout  entière ,  on  aura 

«  =  lim.  -. 

X 

Donc,  pour  déterminer  la  constante  «,  il  suffira  de  poser 
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chercher  ce  que  devient  l'équation  de  la  tangente  quand 
le  point  de  contact  s'éloigne  à  Pinfini. 

112.  Applications  :  i®.  à  la  logarithmique  j-  =  a', 

Y  a* 

«  :=  lim.  ~  =  lim.  —  : 

X  X 

et  en  posant 

« 
arz=— 00,  flt=:o,  ^  =z lim.  j  =  lim.  fl*=:a''*  =  o, 

la  courbe  proposée  aura  donc  pour  asymptote  Taxe  des  x 
dont  elle  s'approche  indéfiniment  du  côté  des  X  négatifs. 
On  prouvera  de  même  que  la  logarithmique  x=^a^ 
a  pour  asymptote  Taxe  des  j'  ; 

2®.  à  l'hyperbole     —       T%  =  '  > 

«iz=:lim.  -=:lim.  ±-    =z±-, 

X  a  X  a  , 

b  =  lim.(^ —  (Ub)  =  lim.  (xfc-  V^j:*— a*  qp -  j?  J  =  o; 
il  y  a  donc  deux  asymptotes  déterminées  par  l'équation 


a 

3®.  à  toute  courbe  dont  l'iéquation  peut  se  tlécoïnpo- 
ser  en  plusieurs  parties  dont  chacune  soit  une  fonction 
honsogène  ^s  variables  x^  y. 

Soient  >>i,  n,  etc. ,  les  degrés  de  ces  îonctîons  bôinto- 
gènes,  de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  soit 

f(x,  y)  =  ^"fT^^  +a:»f(^^Wetc.  =  o, 
les  nombres  m^  rij  'etc. ,  étant  i^angés  par  ordre  "de  gran- 
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deuT  ;  la  valeur  de  j  =  ^  sera  déterminée  par  l'àjuatioa 

x-F(î)  +  «-f(j)+ete.  =  o  ou  F{*)H L.  f{»}H-ete.  =o, 

d'où  l'ou  lire,  en  faisant  x  =  ao  ,  et  se  rappelant  cju 'alors 

telle  sera  donc  l'équation  cpi  donnera  les  valeurs  de  a. 
Pour  avoir  S,  faisons  dans  l'équation  de  la  coiuiw 
jf  =  or  -(-  t ,  ce  qui  donne 

*-F^« +^)-|-;t-r^.  +  1^  +  etc.  =  oi 
or  l'on  a,  d'après  on  théorème  connu, 

r(.+i)=P„  +  lr(.+3, 

OU,  puisque .F(tt)  =o, 

on  aura  donc,  en  sulisti tuant , 


ei  si ,  «Ubs  cMte  dernière  équation ,  on  poee  j:  ^  oo. 
H  par  suite  t  =  ê,  on  en  roodan.  à  F'(«)  et  f{a)  ont 
des  raletin  finies  diâërcnls  de  o. 
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Par  conséquent,  à  la  valeur  adoptée  de  a  correspondra, 
dans  la  première  hypothèse ,  une  asymptote  passant  par 
Torigine ,  ou  de  la  forme 

et  dans  la  seconde ,  une  asymptote  de  la  forme 

f(«) 

dans  la  troisième  hypothèse,  Fasymptote  s'éloignant  à 
une  distance  infinie ,  disparaît  entièrement. 

Dans  la  première  hypothèse  les  équations  j^  =  aa:, 
F  (a)  =  o,  donnent  encore  pour  Téquation  des  asympto- 
tes, F(  ~  j  =  o,  ou  x*^F  (-  ]=o,  desorte  quequand  l'é- 
quation de  la  courbe  est  décomposable  en  plusieurs  fonc^ 
tions  homogènes,  et  que  le  degré  m  de  l'une  d'entre  elles 
surpasse  de  plus  d'une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres, 
non-seulement  toutes  les  asymptotes  passent  par  l'origine, 
mais  elles  sont  toutes  représentées  par  l'équation  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  o  la  fonction  homogène  du  degré  m. 

Exemple  :  Si  l'on  suppose  B'  —  4AC  >  o,  on  recon- 
naîtra que  l'hyperbole 

Ax*  H-  Bxx  +  Cj*  =  K  • 

a  pour  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par  l'é- 
quation 

Ax  *  +  Bxx  -I-  C^  »  =  o. 

Dans  la  deuxième  hypothèse ,  les  asymptotes  sont  don- 
nées par  les  équations 

F(ee)  =  o,-   7  =  *r  — =rr 


les  droites  passant  par  l'origine  et  représentées  par  les 
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115.  Certains  points  des  courbes  présentent  des  particu- 
larités remarquables  dépendantes  de  la  position  des  axes 
coordonnés,  ou  inhérentes  à  la  nature  même  de  la  courbe, 
et  qu'il  importe  de  mettre  en  évidence.  Remarquons  d'a- 
bord que  ,  Téquation  d'une  courbe  étant  f(x^jr)z=zOy  si 
on  la  résout  par  rapport  ky^  on  en  tirera  une  ou  plusieurs 
équations  de  la  forme  j^  =  F  (x),  et  chacune  de  celles-ci 
représentera  une  ligne  ou  portion  de  ligne  dont  les  pro- 
priétés dépendront  de'la  nature  de  la  fonction  F  (x).  Or, 
i®si  cette  fonction  demeure  continue  entre  les  limites 
ar= jTq,  jc=X,  la  lign^  représentée  par  l'équation  j^  =F(jr) 
sera  elle-même  continue  entre  ces  limites*,  mais  elle 
pourra  devenir  discontinue,  si  la  fonction  F(a:)  offre  des 
solutions  de  continuité,  par  exemple  lorsque  cette  fonc- 
tion deviendra  infinie  pour  certaines  valeurs  finies  de  ar, 
ou, lorsqu'elle  passera  toutrà-coup  du  réel  à  l'imaginaire, 
ou  lorsqu'elle  changera  brusquement  de  valeur  ;  le  pre- 
mier cas  se  présente  dans  l'hyperbole j^  =-  ,  le  second 

dans  les  courbes  logarithmiquesj'=y~,  j^  =  jclr  ;  letroi- 

X 

sième  dans  la  ligne  déterminée  par  l'équation j^  ^=  —p= , 

qui  se  réduit  ky  =  i,  si  x  est  positif,  elky  =  —  i,  si  x 
est  négatif. 

2®.  Dans  le  cas  où  la  fonction  F(x)  et  sa  dérivée  F'(x) 
resteront  continues,  les  ordonnées  maxima  etminimane 
répondront  qu'à  des  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'é- 
quation j^'  =  FTx)  =  o  ^  et  une  valeur  de  x  tirée  de  cette 
équation  fournira  effectivement  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum dans  le  cas  où  1^  première  des  dérivées  P'(x), 
F^(x)...  qui  cessera  de  s'évanouir, sera  positive  ou  néga- 
tive, mais  d'ordre  pair.  Si  au  contraire  certaines  valeurs 
de  X  rendent  la  fonction  discontinue ,  elles  pourront  pro- 
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duire  des  maxima  ou  des  minîma  sans  vérifier  l'équation 
F'(x)  =  o. 

3°.  La  valeur  nuniéric[ue  de  la  fonction  F'(x)  repré- 
sente , comme  nous  l'avons  vu,  la  tangente  trigonométriquf 
de  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  l'axe  desx  '. 
cette  tangente  sera  donc  parallèle  ou  perpendiculaire  i 
l'axe  desx,  suivant  que  l'on  auraF'f:c)=;o  ou  F'(x)=  «. 
Et  si  la  fonction  dérivée  change  brusquement  de  valenr, 
il  en  sera  de  même  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 

m.  On  désigne  exclusivement  sous  le  nom  commun  de 
points  singuliers,  tous  les  points  qui^e  trouvent  situés  snr 
une  courbe,  de  manière  à  offrir  quelques  particularités  di- 
gnesderemarquCfinhérentcsà  la  nature  de  ces  mêmes  cour- 
bes ,  et  indépendantes  de  la  position  âfis  axes  coordonnéi. 
Ainsi,  i"  si  la  fonction  ^(x,  y)  ne  devient  réelle  que  pour 
unnombre  limité  de  valeurs  dex,  l'équation ^(Xjj')^» ne 
représentera  qu'un  point  ou  une  suite  de  points  isolés.  Par 
exemple,  l'équation  x'+_j"=o  ne  représente  qu'un  senl 
point  qui  coïncide  avec  l'origine.  Il  peut  arriver  que  l'é- 
quation fix,y)  =  o  fournisse  en  même  temps  un  ou  plu- 
sieurs points  isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courtM. 

i"  Exemple  : 

a"'  Exemple  : 

a/'  —  ar^  +  bx'  =Q. 
iction  f(x,  y)  passe  tout-à-coup  du  réel  i 
change  brusquement  de  valeur,  la  ligne 
re  s'arrête  tout-à-coup  en  certains  poinis 
i  points  d^ arrêt. 

es  deux  logarithmes  j'  ^  y—  »  J"  ^  ■"* 
ur   point  d'arrêt  Torigine  des  cwordoo- 


VlNGT-lJMlÈMfi    LEÇON.  ^09 

La  ligne  j^  =      offre  deux  points  d'arrêt  situés  sur 

l'axe  des  j  de  part  et  d'autre  de  l'origine  et  à  l'unité  de 
distance. 

3®.  Lorsque  la  fonction  f(pCjy)  restant  continue ,  la  déri- 
vée^'change  brusquement  de  valeur,  les  deux  branches 
de  la  courbe  viennent  se  réunir  en  un  point  donné ,  de 
manière  que  leurs' tangentes  forment  entre  elles  un  cer- 
tain angle.  Ce  point  s'appelle  un  point  saillant.  Tel  est* 
par  exemple,  le  point  correspondant  à  a:  =  o  dans  les 
courbes  représentées  par  les  équations 


=:l/jc»,     /=«arctang-,     y  •=! 


X        '  ^ 


4^.  Si  les  deux  branches  d'tlne  même  courbe  s'arrêtent 
en  un  point  donné,  de  manière  à  toucher  l'une  et  l'autre 
une  droite  ou  demi-axe  aboutissant  au  point  dont  il  s'agit, 
ce  point  seia  ce  qu'on  appelle  un  point  de  rebroussement. 
Le  rebroussement  sera  de  première  espèce  si  le  demi-axQ 
passe  entre  les  deux  branches  de  la  courbe ,  et  de  seconde 
espèce  si  le  demi-axe  laisse  les  deux  branches  d'un  même 
côté. 

Exemple  :  La  cycloïde  offre  une  infinité  de  points  de 
rebroussement  de  première  espèce,  tous  situés  sur  l'axe 
des  x  9  et  correspondant  aux  abscisses 

or  =  o ,     0?  =  ±  2«rR , j?  =  ±  2/f9rR. 


5®.  On  appelle  ^oinf 5  multiples  cenx  auxquels  viennent  se 
rencontrer  deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui-  ne 
s'arrêtent  pas  toutes  à  ces  mêmes  points,  ou  auxquels 
aboutissent,  pour  s'y  arrêter,  au  moins  trois  branches 
différentes. 

T.  I.  14 


2IO  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

i"  Exemple  :  La  courbe  j''  =  x*(i  —  x*)  est  formée 
de  deux  branches  qui  se  croisent  à  Torigine  en  touchant 
les  droites j*  =  —  x ,  j^  =  a:. 

a"*  Exemple  :  La  courbe j^*  =  x^(i  —  x*)  est  forinéf 
de  deux  branches  tangentes  toutes  deux  à  Taxe  des  x. 
L'origine  des  coordonnées  est  pour  ces  deux  courbes  un 
point  multiple. 

6^.  Lorsqu'en  un  certain  point  la  courbe  et  la  tangente 
se  traversent  mutuellement,  ce  point  est  ce  qu'on  nomme 
un  point  d' inflexion. 

115.  Telles  sont  les  six  espèces  de  points  singuliers  que 
peuvent  présenter  les  courbes  algébriques  et  transcendan- 
te». On  peut  souvent  les  mettre  en  évidence  et  reconnaître 
leur  nature  à  Faide  des  conditions  analytiques  suivantes. 
Nous  exclurons  d'abord  le  cas  où  Fun  des  coefficients  difle- 
rentiels  serait  infini. 

Théorème  i^*^.  Si  im  point  M,  dans  le  voisinage  du- 
quel là  fonction  u  ^=  f  (x  j  jr)  et  ses  dérivées  du  premio* 

ordre  t-»  -r-  restent  finies  et  continues,  est  dans  la  courbe 

ax  ajr 
représentée  par  l'équation  u=f  (x^jr)  =o ,  un  point  isolé 
ou  im  point  d'arrêt,  ou  im  point  saillant;  ou  un  point 
de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce,  les 
coordonnées  de  ce  point  devront  vérifier  les  deux  ëqua- 

du  du 

tions  -r-  =Oi  -r-  -*=  o. 
dx  djr 

Démonstration, Dans  ces  quatre  hypothèses,  onpoorra 
par  le  point  M  faire  passer  lui  n'ombre  indéfini  de 
droites  PP'  telles  que  dans  le  voisinage  de  ce  point,  on 
ne  puisse  trouver  d'un  côté  au  moins  de  cette  droite 
(Jig.4t  5,  6,  7),  ou  même  des  deux  côtés  (fig*  3),  au- 
cun point  qui  appartienne  à  la  courbe  dont  il  s'agit. 
En  conséquence,  deux  points  situés  sur  cette  droite,  de 
part  et  d'autre  du  point  M,  pouvant  être  joints  Tun  à 
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l'autre  par  une  nouvelle  courbe  PQ  qui  ne  rencontre 
pas  la  première  AB  dont  l'équation  est  u=f(Xy  y)  =  o, 
les  valeurs  de  u  correspondantes  à  ces  deux  points  seront 
nécessairement  des  quantités  de  même  signe.  En  effet, 
pendant  que  l'on  passe  du  point  P  au  point  Q ,  sur  la 
courbe  PQ ,  la  fonction  u  =f  {x ,  /)que  l'on  suppose  con- 
tinue, ne  pourrait  pas  changer  de  signe  sans  s'évanouir; 
or  elle  ne  peut  pas  s'évanouir  puisque  la  courbe  PQ  ne 
rencontre  pas  la  courbe  AMB  dont  les  coordonnées  véri- 
fient seules,  par  hypothèse,  l'équation  u=f(x^y)  =  o^ 
donc  elle  ne  changera  pas  de  signe.  Cela  posé,  la  fonction 
u-=f(x,y)<f  variable  d'un  pointa  l'autre  sur  la  droite 
PMQ,  qui  s'évanouit  au  point  M,  et  conserve  le  mèn\e 
signe  en  P  et  en  Q  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  sera  né- 
cessairement en  ce  point  un  maximum  ou  un  minimum, 
suivant  que  les  valeurs  de  m  en  P  et  en  Q  seront  négatives 
ou  positives.  Dans  les  deux  cas  on  devra  avoir 

du  du 

OU 

du       du  dy 

dx       dy  dx 

D'un  autre  côté,  en  appelant  a  la  tangente  de  l'angle  que  la 
droite  arbitraire  PMQ  fait  avec  les  axes,  son  équation, 
à  laquelle  devront  satisfaire  les  coordonnées  or ,  ^  du  point 
M,  sera  j^  z=z  ax  -^  i,  d'où  l'on  tirera 

di-"' 

on  aura  donc  en  substituant 

du  du 

—  -f-  a  —  =  0; 

dx^     dx  ' 

et  parce  que  cette  dernière  équation  devra  subsister  pour 

i4-  • 
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Dès-lors,  I.  ljQfointx=Xo,jr=yoSersLVui^int isolée 

1^  si  les  deux  ordoiméesF(jroH-A),  F(a^o — *)  sont  toutes 
deux  imaginaires  ;  2^  si  à  ce  point  la  courbe  n'a  point  de 
tangente,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

\d^)       d^dx*^^' 
si  Ton  n'a  pas 

d*u  d*u  d*u 

^"•'''    d^"'''     ^■~''- 

n.  Le  point  x  =1  x^^j  ^^Jo  *®i**  ^"*  point  d'arrêt,  1**  si 

Tune  seulement  des  coordonnées  F(jCoH- A) ,  ^(Xq —  h)  est 

imaginaire  ;  2^  si  la  courbe  en  ce  point  n'a  qu'une  tangente,, 

et  si  par  conséquent  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 

iw       ^.      d^u 
I  équation -r-  =  o. 
^  4x^ 

m.  Le  point  a:=aro,j-==yo*cra  un  point  saiUant,  i^si  k 
chacune  des  abscissçs  jc=JCoH-A,  x=^Xq —  h  répond  une 
seule  ordonnée  très  peu  différente  àey^ ,  ou  si  à  L'une  de 
ces  abscisses  répondent  seulement  deux  ordonnées  sensi- 
blement égales  à^o;  2^si  la  courbe  au  point  aro,^o  ^  réel- 
lement deux  tangentes,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

/  d^u  Y     d*ud*u 

IV.  Enfin,  le  point Xo,^q  ne  pourra  être  un  point  de 
rebroussement  qu'autant  que  la  première  condition  exigée 
pour  le  point  saillant  étant  remplie,  les  deux  tangentes 
en  ce  point  coïncideront  en  une  seule,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  sans  qu'on  ait 

/  d^u  Y       ^'tt  d^u  ^ 
\dxdy )       dx^  dy^ 

117.  Théorème  a"*.  Si  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
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tion  u  =y(.r,  jr)=o  oflre  un  point  multiple,  c'est-à-dire 

on  point  dans  lequel  se  réunissent,  sans  s'y  arrêter,  deux 

branches  de  la  courbe ,  ou  trois  branches  au  moins  pour 

s'y  arrêter ,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  encore 

•       ,  .         du  du 

les  équations  —  =  o ,  -j-  =  o. 

Démonstration,  En  effet,  considérons  {Jig^  8)  deux 
branches  de  courbe  qui  se  réunissent  au  point  M ,  et  coo- 
pons  ces  deux  branches  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
une  droite  PQ  qui  fasse  avec  Taxe  des  x  un  angle  quelcon- 
que dont  la  tangente  soit  a,  et  qui  ait  pour  équation 

si  X  ely  sont  les  coordonnées  du  point  P ,  celles  du  point 
Q  pourront  être  représentées  par  x  +  Ax  =  or  +  owir, 
j^+Aj^==j^+arf^,  de  sorte  que  l'équation  w==y(x,j)=o 
devra  être  satisfaite  à  la  fois  et  par  x^y  ei  par  x  +  Ar, 
y  +  ùy.  Mais  si  dans  u  on  change  x  en  a:  -t-  Ar,  jen 
y  +  A^,  u  devient  u  +  Au  \  on  aura  donc  à  la  fois ,  et 
quel  que  soit  Aa:,  u  =  o,  w  +  Au  =:  o,   d'où  An  =  o, 

et  par  conséquent  du  =  lim.  —  =  o,  ou 

du    '   du  dr 

dwzz. 1 —  —  ffc' 

dx       djr  dx  ' 

mais  les  coordcmnéesx,  y,  satisfaisant  à  l'équation 

y  ^=z  ax  +  b^ 


on  a 


dx-"' 


on  aura  donc  aussi 


du         du 
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et  cela  quelque  soit  a  y  ce  qui  entraîne  les  deux  équations 

du  du 

-  =  o,     ^  =  o; 

donc,  etc. 

ScoUe.  Si  troisbranches  de  la  courbe  venaient  à  se  réunir 
au  point  M ,  la  droite  PQ  couperait  la  courbe  en  trois  points 
dont  les  coordonnées  pourraient  être  représentées  par 


On  devrait  donc  avoir,  quel  que  fût  a,  non-seulement 
1/  =  o ,  Al/  =  o,  mais  A*u  =  o,  d'où  du  =  o,  d^u  =  o , 

du        du 

d^u  d'u    ^        d*u 

dx*^       dxdy^^      dy^ 

Or  ces  équations  ne  peuvent  subsister  qu'autant  qu'on 
aura  a  la  fois 

du  du  d*u  d*u  d*u 

-  =  o,     -  =  o,     5^=0,     ;^  =  o,     ^=0. 

En  général ,  on  démontrera  de  la  même  manière  que  la 
réunion  de  n  branches  de  courbe  au  point  multiple  M, 
entraine  les  conditions  ' 


du 
dx^ 

o, 

du 

9 

d*u 
dx*  - 

'  o, 

d*u 
dxdjr 

=  0, 

d'u 

#4      •      ^     •     A 

:0, 

dx"-^ 

=  0 

O, 

0 

auxquelles  devront  satisfaire  les  coordonnées  x^y  du  point 
multiple  m. 
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118.  Théorème  3"®.  Les  ccM^rdonnées  d^un  point  d'in- 

flexion  devront  toujours  vérifier  l'équationy  =  -7-^  =  o. 

Démonstration,  Supposons  que  Féquation  de  la  courbe 
ait  été  mise  sous  la  forme^=  F(jc),  la  différence  d  entre 
les  ordonnées 

de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  répondent  à  Tabscisse 
x^hfesl  donnée  par  Féquation 


Quand  A  est  très  petit,  le  premier  terme  l'emporte  sur  la 
somme  de  tous  les  autres,  et  par  conséquent ,  entre  les  abs- 
cisses X  elx  -^  h^  Tordonnée  de  la  courbe  sera  constam- 
ment supék*ieure  ou  constamment  inférieure  à  celle  de  la 
tangente,  suivant  que  la  dérivée  seconde  F^(x)  sera,  dans 
ce  même  intervalle,  constamment  positive  ou  constant- 
ment  négative.  De  plus ,  la  tangente  et  la  courbe  se  tra- 
verseront au  point  (x,  y)  qui ,  dans  ce  cas,  deviendra  un 
point  d'inflexion,  lorsque  dans  le  passage  de  x — A  à  x + A, 
F"  (x)  changera  de  signe.  Or  si  la  fonction  j^  =  F  (x)  reste 
continue,  ainsi  que  ses  dérivées  successives,  dans  le  voi- 
sinage du  point  (x,  y)^  ^"{^)  ^^  pourra  changer  de  signe 
sans  s'évanouir  ;  les  coordonnées  d'un  point  d'inflexion  vé- 
rifieront donc ,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  F *(x)=o. 
Pour  que  la  différence  d  change  réellement  de  signe ,  il 
faudra  en  outre  évidemment  que  des  dérivées  successives 
F*'(x),  F''(x),  etc.,  celle  qui  la  première  cessera  de  s'éva- 
nouir soit  une  dérivée  d'ordre  impair.  Ainsi  pour  trouver 
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les  points  dlnflexion ,  on  cherchera  les  racines  communes 
aux  deux  équationsy=F(x),  F"(x)=o'^  ovLf(Xyj)=o, 
y"  =  o.Un  système  de  valeurs  j:=Xo,  ^==^^0?  ^^^  ^^  ^^ 
équations,  répondra  réellement  à  un  semblable  point,  si 
la  première   des  dérivées  qui  ne  devient  pas  nulle  pour 

a?=Xo,j^= j^o  ^^  ^^^®  dérivée  d'ordre  impair. 

i  19.  Dans  cette  discussion  nous  avons  toujours  supposé 

que  y'  =  ^  ne  devenait  pas  infini  ou  que  la  tangente 

n'était  pas  perpendiculaire  à  Taxe  des  x.  Si  le  cas  se  pré- 
sentait, il  serait  facile  de  déterminer  la  nature  du  point 
dont  les  coordonnées  x = jCo,  y  ==7*0  satisferaient  à  l'équa- 
tion— =  00.  En  cfiet,  dans  cette  hypothèse,  les  deux 

quantités  F  (Xo  H-  A)  et  F  {x^  —  K)  peuvent  être  toutes 
deux  réelles,  ou  l'une  réelle  et  l'autre  imaginaire. 

I.  Si  toutes  deux  sont  réelles  et  toutes  deux  plus  gran* 
des  ou  plus  petites  que  F(ro),  le  point  en  question  sera 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  \  si  l'une 
est  plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que  F  (Xq),  le  point 
sera  un  point  d'inflexion  \ 

n.  Si  l'une  de  ces  quantités,  par  exemple  F (Xo — A), 
est  réelle  et  l'autre  imaginaire ,  alors,  1®  si  F  (x^ — h)  a 
une  seule  valeur,  le  point  sera  un  point  d'arrêt;  oP  si 
F(Xo  —  A)  a  deux  valeurs,  toutes  deux  plus  grandes  ou 
toutes  deux  plus  petites  que  F  (Xq)  ,  le  point  sera  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce;  3^  si  l'une  des  va- 
leurs de  F(Xo  —  A)  est  plus  grande  et  l'autre  plus  petite 
que  F(Xo),  le  point  dont  il  s'agit  sera  une  simple  limite 
de  la  courbe  \ 

in.  Enfin ,  si  l'une  des  quantités  F(Xo-f-A) ,  F(Xo — A) 
ou  toutes  deux  avaient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs,  le  point  en  question  serait  en  général  à  la  fois  et 
un  point  multiple  etim  point  d^inflexion. 
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En  résumé,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  points 
singuliers  des  courbes,  en  cherchant  dans  quels  cas  les 
coefficients  différentiels  deviennent  nuls ,  ou  infinis ,  ou  |. 
On  assignera  Tespéce  du  point,  i^  en  examinant  comlHen 
il  y  passe  de  branches  de  la  courbe ,  et  si  elles  s^étendent 
ou  non ,  en-deçà  et  au-delà  ;  2^  en  déterminant  la  posi- 
tion de  la  tangente  ou  des  tangentes  correspondantes  en 
ce  point. 
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Moyen  de  déterminer  quand  une  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa  con< 
vexité  vers  les  axes  des  coordonnées.  —  Analyse  d'aune  courbe  ou  discus- 
sion de  son  équation.  —  Différentielle  de  Tare  d^une  courbe. 


.120.  n  est  quelquefois  nécessaire  de  reconnaître  si  une 
courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  les  axes 
des  coordonnées,  or  l'on  peut  donner  à  ce  sujet  des  rè- 
gles générales  et  d'une  application  facile. 

n  est  certain  d'abord  que  si  la  fonction  j^  =  F(J^)?  et 
sa  dérivée j'  =  F' (a:)  restent  l'une  et  l'autre  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  abscisses 
de  deux  points  donnés,  la  corde  qui  joindra  ces  deux 
points  sera  parallèle  à  l'une  des  tangentes  menées  par  les 
points  intermédiaires  de  la  courbe. 

En  effet ,  si  l'on  représente  par  x  et  x-\'àx  les  abscisses 
des  deux  points  dont  il  s'agit,  on  aura 

Ax  ^x 

Or  —  est  la  Ungente  de  l'angle  que  fait  avec  Taxe  des  x 

la  corde  qui  unit  les  deux  points  {x ,  j),  {x  H-  ùkX^y  -H  Ay)  ; 
Y'{x  -H  Bàx)  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  le 
même  axe  la  touchante  à  la  courbe ,  menée  par  le  point  in- 
termédiaire qui  aurait  pour  abscisse  x  H-  ôAr  \  la  sécante 
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gente  est  (n^  118)  de  même  signe  quey^.  Or  pour  que  là 
courbe  tourne  sa  convexité  vers  Taxe  des  x,  il  faut,  i^  si  y 
est  positif  que  la  courbe  soit  au-dessus  de  sa  tangente  ou 
que  à  eiy"  soient  positifs  ;  2^sijr  est  négatif,  que  la  courbe 
soit  au-dessous  de  sa  tangente  ou  que  â  ely"  soient  négatifs  : 
au  contraire,  pour  qu'une  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
Taxe  des  x,  il  faut,  suivant  que j*  est  négatif  ou  positif, 
que  la  courbe  soit  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa 
tangente,  c'est-à-dire  que  d  eljr"  soient  positifs  dans  le 
premier  cas  et  négatifs  dans  le  second.  Donc,  etc. 

133.  Quand  on  veut  faire  l'analyse  d'une  courbe  donnée 
par  l'équation  f(x ,  ^) = o ,  examiner  sa  nature ,  ses  pro- 
priétés, etc.,  il  faut,  i^  chercher  les  points  où  eUe  rencon- 
tre les  axes;  2^  quand  on  le  peut,  résoudre  l'équation  pour 
en  tirer  une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  forme  y  =  F  (or) , 
y  =  f  (jc)  ;  chacune  de  ces  dernières  équations  représen- 
tera une  branche  de  la  courbe  donnée  :  il  faut  au  moins 
déterminer  autant  que  possible  combien  de  valeurs  de^ 
répondent  à  chaque  valeur  de  or ,  ou  combien  de  valeurs 
de  X  répondent  à  chaque  valeur  de^  ;  3^  examiner  entre 
quelles  limites  les  coordonnées  sont  réelles,  et  si  la  courbe 
a  des  branches  infinies  ;  4^  calculer,  en  prenant  la  dérivée, 
l'angle  que  la  tangente  fait  en  général  avec  les  axes,  fixer 
les  points  où  cette  tangente  est  horizontale  ou  verticale, 
s'il  y  a  des  maxima  ou  des  minima;  5^  trouver  s'il  y  a  des 
asymptotes  et  quelle  est  leur  équation  ;  6^  voir  enfin  si  elle 
admet  des  points  singuliers,  et  de  quelle  nature  ils  sont. 
1"  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

y^  —  Siucf  +  x^  =  o. 

Cette  courbe  (fig^  1 1)  s'appelle  le  folium  de  Descartes  : 
i^  elle  rencontre  les  axes  â  l'origine  seulement  ;  2^  â  chaque 

valeur  positive  de  x,  dépuis  x=o  jusqu'à  x  =  a  I/4,  ré- 
pondent trois  valeurs  de  l'ordonnée  jr  ;  depuis  x  =  a  k4 
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jusqu'à  jc  =  00,  une  seule  des  valeurs  de  y  est  réelle ,  les 
deux  autres  sont  imaginaires;  enfin,  à  chaque  valeur  né- 
gative de  X  répond  une  seule  valeur  positive  de  y^  qui 
croit  indéfiniment  avec  x  :  3**  la  courbe  a  deux  branches 
infinies,  situées  Tune  au-dessous,  Tautre  au-dessus  de 
Taxe  des  x  :  4^  la  tangente  en  un  point  (juelconque  fait, 
avec  Taxe  des  x ,  un  angle  r  déterminé  par  Téquation 

ay —  x^ 
tangr  =  — ^^^ : 

la  tangente  est  horizontale  à  Torigine  et  au  point  qui  a 

1  s 

pour  coordonnées  x  =  a  V^  ^y  =  a  Ka  :  cette  dernière 
ordonnée  est  un  maximum  ;  la  tangente  est  verticale  i  To- 

rîgine  et  au  point  jr  =  a  K4,y  =  a  \/%  :  5**  la  courbe  a, 
comme  nous  l'avons  déjà  prouvé,  une  asymptote  dont  l'é- 
quation estj^=  — X  — a  :  6®  l'origine  est  un  point  dou- 
ble ;  les  deux  tangentes  en  ce  point  sont  Tune  verticale , 
l'autre  horizontale  :  9**  si  l'on  prenait  pour  axes  des  coor- 
données une  paraDèle  et  une  perpendiculaire  à  l'asymp- 
tote menée  par  l'origine ,  l'équation  de  la  courbe  devien- 
drait 

y^{Za  -f-  3x  \/!Â  )  =  Box»  —  x^\/^\ 

à  chac[ue  valeur  de  x  répondraient  deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signe  contraire;  l'axe  des  x  serait  un  axe 
principal. 

^me  Exemple  :  Discuter  la  courbe 


^4«_g6û*j*  +  iooa*x*  —  4:?^  z=:  o. 

Cette  courbe  {fig*  12),  i**  rencontre  l'axe  des  x  à  l'ori- 
gine et  aux  points  x  =  ±  a  \/iô ,  l'axe  des  y  à  l'origine 
et  aux  points j^  =±4^  |/6;  a°  En  résolvant,  par  rap- 
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port  kjr^  on  trouve 

3**.  Depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  6a^  k  chaque  valeur  de 
X  répondent  quatre  valeurs  de  jr  égales  deux  à  deux ,  et 
de  signes  contraires;  depuis  x  =  6a  jusqu'à  x  =  8a, 
l'ordonnée  est  imaginaire;  la  courbe  n'a  qu'iin  point 
dans  cet  intervalle-,  depuis  x  =  8a  jusqu'à  x  =  loa, 
l'ordonnée  reprend  quatre  valeurs  réelles  ;  enfin ,  depuis 
X  =  loa  jusqu'à  x  =  oo,  deux  seulement  des  valeurs  de 
y  sont  réelles;  la  courbe  s'étend  là  l'infini  au-dessus  et 
au-dessous  de  l'axe  des  x  ;  elle  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  qui  sont  des  axes  principaux;  la  portion  à  gau- 
che est  entièrement  semblable  à  la  portion  située  à  droite  : 
4^.  La  touchante 9  en  un  point  quelconque,  fait  avec 
l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est 

df x^  —  5oa  *x 

dx      /^— 48û*/ 

Au  point  X  =  o,  j^  =  ±  /ia\/6 ,  la'  tangente  est  hori- 
zontale; elle  est  verticale  aux  huit  points  qui  ont  pour 
coordonnées 

j:=H-6flr,     /=±4«V^;     j?=— 6û,     jn=±4«K3> 
x=:  +  8fl,     j  =  ±4aV/3;     x=— 8fl,     x=àz^aV^l 

5*^.  La  courbe  a  deux  asymptotes  passant  par  l'origine, 
qui  est  son  centre ,  et  dont  les  équations  sont  j-  =  x , 
y  =  —  X.  De  sorte  que  leur  position  est  indépendante  de 
la  constante  ou  du  paramétre  a  :  6^  l'origine  est  un  point 
double  ;  à  ce  point  la  courbe  est  touchée  par  deux  droi- 
tes faisant  avec  l'axe  des  x  des  angles  dont  les  tangentes 
trigonométriques  sont   respectivement  égales  à  H-  X/'W 

et — VjI  ;  la  courbe  a,  de  plus,  quatre  points  d'inflexion 
qui  sont  clairement  indiqués  par  la  marche  de  ses  bran- 
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ches  ;  mais  il  serait  difficile  de  déterminer  lem^  coordon^^ 
nées,  à  cause  du  degré  élevé  de  Téquation  dont  elles  sont 
racines. 

3"*  Exemple  :  Discuter  Féquation 

J  =  b  -j-  c{x  — a)"  ; 

déterminer  sa  nature  et  ses  points  singuliers  suivant  que 
m  sera  un  nombre  pair  an ,  ou  un  nombre  impair  2n  H-i  ; 
ou  une  fraction  de  dénominateur  pair  et  de  numérateur 

impair ,  ou  une  fraction   de  numérateur  pair  et 

de  dénominateur  impair ■ —  ,    ou  enfin  une  fraction 


■ —  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  à  la 

2/I  +  I 

fois  impairs. 

4™«  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

^<  —  dr^  H-  ^bx^jr  =  o. 

Cette  courbe  (fig*  i3)  est  formée  de  deux  parties  situées 
Tune  au-dessus ,  Tautre  au-dessous  de  Taxe  des  x,  et  sy- 
métriques par  rapport  à  Taxe  desjr  ]  la  première  branche 
touche  à  Torigine  Taxe  des  x,  la  seconde  a  pour  tan- 
gente Taxe  des  y]  Torigine  est  pour  la  courbe  un  point 
triple,  et  pour  la  branche  inférieure  un  point  de  re- 
broussement;  Tune  et  Tautre  partie  ont  pour  asymptotes 
les  deux  droites 

b  b 

qui  rencontrent  Taxe  des^  au  même  point  et  font,  avec 
Taxe  des  x,  un  angle  de  4^^* 

5"®  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

j<"^  +  j:<  ~  2a jr^  —  2bx*jr  ==  o. 
L'origine  est  (Jig-  i4)?  pour  cette  courbe,  un  point  triple. 
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6"**  Exemple.  Discuter  la  courbe       .  /^ 

j^*-f*  2x»j»  -I-OT'*  —  6axx*  —  aox'  -f-  Ja*x*  z=  o  (jUg*  i5).  i) 

L'origine  el  le  point  j^=o,  x=a  sont  deux  points  doubles. 

124^  L'arc  5  d'une  courbe  y*  (x,^)=o,  ouj^=F(ar), 
compté  à  partir  d'un  point  fixe  quelconque  A  jusqu'au 
point  M ,  est  évidemment  une  fonction  de  l'abscisse  x  de 
ce  point.  CejLte  fonction ,  comme  nous  le  verrons  par  la 
suite ,  est  très  difficile  à  déterminer  :  on  n'y  parvient  que 
dans  un  très  petit  nombre -de  cas^  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  de  sa  différentielle,  que  l'on  obtient  très  facilement 
et  dans  tous  les  cas  possibles.  En  effet ,  considérons  sur  la 
cpurbe  (Jig»  16)  un  deuxième  point  M' dpnt  l'abscisse  soit 
x4- Ar,  MM'= A5  sera  l'accroissement  de  l'arc  AM=^; 
on  pourra  d'ailleurs  prendre  Ax  assez  petit  pour  que 
dans  cet  intervalle  la  fonction  dérivée  j^' =  F' (a:)  ne 
changeant  pas  de  signe ,  l'arc  MM'  soit  convexe. 

Cela  posé,  menons  la  tangente  au  point  M,  elle  fera 
avec  l'axe  des  x  un  angle  NMQ  =  r  dont  la  tangente 
trigOnométrique,  le  sinus  et  le  cosinus  sont 

Prolongeons  enfin  cette  tangente  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  N  l'ordonnée  M'P',  prolongée  s'il  est  néces- 
saire. L'arc  convexe  MmM'  est  plus  grand  que  la  corde 
MM'  et  plus  petit  que  la  ligne  enveloppante  MNM';  on  a 

donc 

MiwM'  >  MM',     MwM'  <  MN  +  NM'. 
Or 

MM'  =  V^Ax»H-Ar* ,     MN  = —  =  àx  l/i-f-r'»  , 

K  a*    -raj^    ,      i«i^        cosNMQ  ^-^      • 

NM'  =  NQ  —  M'Q  =MQ  tangNMQ  — M'Q  =  j'ax  —  ^x; 

m 

on  aiara  donc,  en  substituant, 

aj>\/aa»-j-a>^%     ^s<C  ^x\/i  +/'*  +  x'àx  —  Art 
T.  I.  i5 
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tangente  prolongée  dans  le  sens  de  la  corde  MM',  on  aura 
cosfli  =  lim.  —  — ,     cosC=liin. 


ou 

dx  0  dy 

costf= —  — ,     cosC  =  ■   ,  ==-; 

si  dans  ces  équations  on  substitue  au  radical  l/^^Hh^^ 
sa  valeur  =h  £^5 ,  on  trouvera 

_i-^  t»       ■  dr 

cos»==±-r-t     coaGi  =  3C-T-: 
ds  ds 


on  devra  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que 
la  tangente  aura  été  prolongée  dans  le  même  sens  que 
Tare  5,  ou  en  sens  contraire.  En  effet,  si  la  taugente  est 
prolongée  dans  le  sens  de  Tare,  cosa  sera  positif  si  Varc 
croit  et  décroit  avec  Tabscisse ,  négatif  dans  le  cas  cou- 

traire.  Mais—,  comme  nous  Pavons  dit,  est  aussi  positif 

dans  le  premier  cas ,  négatif  dans  le  second  ;  on  a  donc 
toujours  dans  cette  hypothèse 

cos»  =:  ^,      et  par  smte      cosC  =  ^. 

Au  contraire,  si  la  tangente  est  prolongée  en  sens  con- 
traire de  Tare,  cosa  sera  négatif  si  Tare  croit  et  décroit 

avec  Tabscisse,  positif  dans  le  cas  contraire:  mais  -.-  est 

dx 

positif  dans  le  premier  cas ,  négatif  dans  le  second;  on  de- 
vra donc  prendre 

co8fif=—— r-j     et  par  suite    cosC  =  — — ~^, 
as  ds 


i5.. 
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Cela  posé,  si  {fig^  1 8)  nous  menons  la  tangente  au  point 
M'  et  les  deux  rayons  CM ,  CM',  on  aura  immédiatement 

VM'  =  ±A5,     rNM'=MCM'  =±:Ar; 

et  puisque  l'arc  est  proportionnel  à  l'angle  au  centre 


la  courbure  d'un  cercle  mesurée  par  ^  sera  donc  aussi  re- 
présentée,  en  valeur  absolue,  par  le  rapport  —  \  et  comme 
cette  courbure  et  -  sont  des  quantités  essentiellemeijt  no- 

I  At 

sitives,  il  est  évident  que  dans  l'équation-  =  ±i  —  il 

faudra  prendre  le  signe  -f-  si  l'arc  s  et  l'inclinaison  r 
croissent  et  décroissent  ensemble,  le  signe  -r- dans  le  cas 
contraire. 

127.  Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  non  plus  d'un 

cercle,  mais  d'une  courbe  quelconque,  le  rapport  —  ne 

sera  plus  dès-lors  toujours  égal  à  une  quantité  constante 

-  ,  mais  variera,  au  contraire,  d'un  point  à  l'autre  sur  la 

courbe  dont  il  s'agit;  l'analogie  nous  force  à  reconnaître 
que  ces  variations  ont  quelque  rapport  avec  la  courbure 
de  l'arc  s.  Il  est  du  reste  évident  que  plus,'  pour  une 
même  longueur  de  A5,  l'angle  A?  de  deux  tangentes  con- 
sécutives ou  V angle  de.  contingence  sera  grand,  plus  la 
courbe  s'éloignera  de  la  tangente  au  point  M,  plus  sa 

courbure  augmentera ,  et  réciproquement  ;  le  rapport  — 

est  donc  lié  avec  la  courbure  de  la  courbe ,  et  nous  pou- 
vons appeler  ce  rapport  la  courbure  moyenne  de  cet  arc. 
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De  plusj  si  le  point  (x-f-Ar,  J  +  Ay)  vient  à  se  rappro- 
cher indéfiniment  du  point  (pc^y)^  le  rapport±: —  conver- 

dt 
géra  en  général  vers  une  limite  déterminée  et  finie  ±:  j  \ 

cette  limite  qui ,  quand  Ao:  est  très  petit ,  est  sensiblement 

égale  à  ±  — ,  est  donc  liée  elle-même  avec  la  com'bure  de 

la  courbe,  et  nous  conviendrons  de  la  prendre  pour  me- 
sure de  cette  courbure  au  point  (pc^  y). 

128.  Aux  points  très  voisins  M  et  M'(Jig.  19),  menons 
deux  normales  consécutives  qui  se  rencontrait  en  C  ^  la 

•  _ 

distance  MC  =  r  sera  sensiblement  égale,  et,  si  Ton  passe  à 
la  «limite,  rigoureusement  égale  au  rayon  d'un  cercle  qui 
aurait  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  nor- 
males, et  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe.  En 
effet,  dans  le  triangle  MCM'  l'angle  CM' M  sera  lui- 
même  sensiblement  droit  et  égal  à  -  ±:  £ ,    e  étant    une 

quantité  très  petite  qui  s'évanouit  avec  Ax  ;  de  plus,'  l'angle 
MCM'==  Ar  :  on  aura  donc,  en  comparant  les  sinus  des 
angles  aux  càtés  opposés, 

sin(-dzi)  .    .. 

\7.       j         sin±:Ar 


et  l'on  conclura ,  en  passant  à  la  limite  et  en  appelant  p  la 
limite  de  r, 

r'^       ds' 

or  il  résulte  évidemment  de  cette  équation  que  p  est  le 

rayon  d'un  cercle  dont  la  courbure  serait  —  ou  qui  aurait 

même  courbure  que  la  courbe  proposée.  Ce  rayon,  porté 
à  partir  du  point  M,  sur  la  normale  passant  par  ce  point 
et  prolongée  du  côté  de  la  concavité,  est  ce  qu'on  nomme 
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le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  proposée  relatif  au  point 
dont  il  s'agit.  Son  extrémité,  qu'on  peut  regarder  comme 
le  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voi- 
sines, s'appelle  le  centre  de  courbure.  Enfin  le  cercle  qui 
a  ce  dernier  point  pour  céhtre,  et  le  rayon  de  courbure 

4 

pour  rayon ,  se  nomme  cercle  de  courbure  ou  cercle  oscu- 
lateur.  Il  touche  évidemment  la  courbe  donnée,  puisqu'il  a 
même  normale  et  même  tangente,  il  a  la  même  courbure 
qu'elle,  et  tourne  sa  concavité  du  même  côté. 

dr 

129.  La  courbure  -7-  et  le  rayon  de  courbure  p  peuvent 

être  présentés  sous  diverses  formes  qu'il  est  bon  de  con- 
naître. 

i^.  En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  aura 

tangT  =  ±:  ^',     r  =  ±  arc  tang  /', 

dT  =  ±-^—j^dx,     ds  =  ±dxV  \  +  y'^j 

et  par  suite ,  l'équation 


donnera 


p  ds 


•^'         -=  ±r"  COS  V  =r  i  X-; 


d'où 

'-^     r"     • 

A  l'inspection  de  cette  dernière  formule  on  reconnaît  im- 
médiatement, I**  que  la  courbure  devient  nulle  et  le  rayon 
de  courbure  infini  toutes  les  fois  quey"  se  réduit  à  o  :  alors 
le  cerclé  osculateur  se  transforme  en  ime  droite  et  se  con- 
fond avec  la  tangente.  C'est  ce  quia  lieu,  par  exemple, 
pour  tous  les  points  d'iAfickion  dans  le  voisinage  desquels 
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les  fonctions  j'  et  y"  restent  continues  par  rapport  à  x. 
2°  Si  pour  un  certain  point  la  valeur  àey"  devenait  infi- 
nie, sans  que  la  tangente  fût  perpendiculaire  à  Taxe  des  x , 
la  courbure  serait  elle-même  infinie  et  le  rayon  de  cour- 
bure s'évanouirait;  3°  si  les  quantités  y',  j^"  devenaient 

s 

toutes  deux  infinies,  la  fraction  ^ ^— ^  se  présenterait 

sous  une  forme  indéterminée  ;  mais  on  pourrait  fixer  sa 
véritable  valeur  à  Taide  des  principes  que  nous  avons  éta- 
blis; 4**  si  Tune  des  fonctions  y',  y"  devient  discontinue 
et  change  brusquement  de  valeur,  il  en  sera  de  même  du 
rayon  de  courbure  ;  cette  circonstance  peut  se  présenter, 
par  exemple,  aux  points  saillants  d'une  courbe. 
Exemples  : 

X=x(i  -f-arctangM, 

/•  =x*f  I -|-arc  tang- ],     pour    x  =  o. 


Si  Ton  se  rappelle  que  la  normale  N  est  égale  à 

y 

c 
on  trouvera 


COSr 


on  détermine  facilement,  à  Taide  de  cette  dernière  équa- 
tion, les  rayons  de  courbure  de  plusieurs  courbes. 
1*^  Exemple: 

Cette  courbe  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
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perbole,  suivant  que  la  quantité  q  sera  négative,  nulle,  ou 
positive. 

En  diâférentiant  cette  équation,  op  trouve 

r"=^  +  Ç>      rV=— ^,      /3^"  =  —  /,»; 

FéquationjO  =  ih^-y-^  donnera  donc p=—.  Si  Ton  re- 

J       J  m 

met  pour  N  sa  valeur 

N  =  Vr'+jr'r"  =  [;»*  +  (■+  ?)/']' 

on  aura 

.  _  0'-K'+g)/*3^_  rii?'-H'-H)(2p^>4-g^')]' 

Si  dans  celte  formule  on  fait  x  =:  o ,  il  vient  p  =  p» 

Ainsi ,  dans  l'ellipse ,  la  parabole  et  l'hyperbole ,  le  rayon 

de  courbure  correspondant  à  l'extrémité  du  grand  axe, 

ou  à  l'extrémité  de  l'axe  réel,  est  équivalent  à  la  quantité 

p  qu'on  nomme  le  paramètre. 

Si  la  courbe  proposée  se  réduit  à  la  paraboley'=2;?a:, 

on  a^  =  o,et 


=K'+7) 


^*^y'^ 


a""*  Exemple  :  L'ellipse  ou  l'hyperbole  —  ±"^=±1 
On  trouve 


3*." 


r-r    =-»-^.     P=7fc 


«\t  » 


a 
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puis,  en  remettant  pour  N  sa  valeur, 

ab  ah 

Si  1  on  considère  en  particulier  Tellipse  —  +  ^  =  i ,  on 
trouve ,  pour  le  i  ayon  de  courbure  à  Textrémité  de  l'axe  a, 
p  =  — ,  et  pour  le  rayon  de  courbure  à  Textrëmité  de 

I  axe  6,  p  =-jr, 

3««  Exemple  :  La  cycloïde.  Nous  avons  trouvé 


.'=±v/fr-,. 


d'où 


et  par  suite, 


P  =  sN. 


Ainsi,  dans  la  cycloïde,  le  rayon  de  courbui*e  est  double 
de  la  normale  ;  par  conséquent  ce  rayon  de  courbure  s'é- 
vanouit avec  la  normale,  et  la  courbure  est  infime  dans  tous 
les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c'est-à-dire 
dans  tous  les  points  de  rebroussement,  tandis  qu'à  chacun 
des  sommets  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  double 
du  diamètre  du  cercle  générateur. 

130.  Si  l'on  cesse  de  prendre  l'abscisse  x  pour  variable 
indépendante,  on  trouvera 

im%T=:dc  —  y     r  =  ±arctang~-, 


et  réquation  ^  =  ±  —donnera 
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dr 


I        _,dxd^Y^^dYd^x         ,  dxd^f'-^dyd^x 
:^± £ 3-'=± ^1 . 

^  {dx^^dy-y 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prendra  l'arc  s  pour  varia- 
ble indépendante,  Féquation  dx^  +^'  =  as*  donnera 

dx  d*x  +  djrd*jr  =  o , 
et  Ton  en  conclura 


lV--^llf     dxd^y^dyd^x V^id^xf-^-jd^yY 

dx^^dy"^     dx^  +  dy*        "^  \/dx^^dy^     ' 

on  aura  donc  dans  ce  cas 

t  ^  v/(d-xY+{d^yy    f/d*^y  ^  f  "^'-^ïli 

131.  Lorsqu'on  veut  appli({uer  ces  formules  à  la,  déter- 
mination du  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  il  faut 
commencer  par  exprimer  les  diflférentielles  d!r ,  d^Xj  djr^ 
d'*yj  en  fonction  des  coordonnées  et  de  la  diflZrentielle 
delà  variable  indépendante.  On  se  trouvera  dispensé,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  faire  un  calcul  de  cette  espèce, 
si  l'on  emploie  la  formule  générale  que  nous  allons  établir. 

Soit  u  =  f  (x,  j^)=o,  l'équation  de  la  courbe  donnée  : 
on  aura ,  en  différentiant  deux  fois , 

du  du 

du  .       .  du  .  /d*u  ,       .   2d'u  ,    ,     .  d*u  ,     \ 

dx  dy     -^  \dx^  dxdy       '^      dy^    ^  y' 
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et  par  conséquent 
^_ dx_  dfd^x — dxd^x {dx^  +  dy^y 

En  substituant  dans  la  valeur  de  p  et  remplaçant  les  dif- 
férentielles dx^  djfy  par  les  quantités  proportionnelles 

du        du  ,  /»      . 

^  »  —  ^  >  on  trouvera  défimU vement 


p 


[(0+(ij]' 


Si  les  variables  a:,  j^  étaient  séparées  dans  Téquation 
u  ==  o,  c'est-àrdire  si  la  fonction  u  se  composait  de  deux 
parties,  dont  Tune  renfermât  la  seule  variable  x,  et  l'au- 
tre la  seule  variable  y,  on  aurait 


d^u 

=  0 


dxdy 


et 


/du\*d*u       rdu^d^u 
i  _^  \^)  d^^^\di)  dy^ 

/'  m-  mi  ■ 

$i  Ton  applique  cette  formule  aux  courbes  citées  plus  haut , 
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t)n  retrouvera  immédiatement  les  valeurs  déjà  obtenue^ 

pOUTjO. 

Nota,  p  est  une  quantité  absolue ,  une  longueur  ;  il  fau- 
dra donc,  dans  les  équation3  qui  précèdent,  réduire  le 
double  signe  zh  au  signe  +  ou  au  signe  — ,  de  manière  à 
obtenir  pour  p  une  valeur  toujours  positive. 

132.  Si  (fig'  ao)  à  partir  du  point  (x,  y)  on  porte  sur 
la  courbe  donnée  et  sur  sa  tangente,  prolongée  dans  le 
sens  de  Tare  s ,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites 
MM',  MM,,  représentées  par  I,  on  trouvera,  pour  les 
coordonnées  de  Fextrémité  M,  de  la  deuxième  longueur, 

tP  pour  les  coordonnées  de  Textrémité  M' delà  première, 

I  et  J  désignant  des  quantités  infiniment  petites  -,  car  en 
supposant  que  les  coordonnées  xetjr  étant  exprimées  en 
fonction  de  Tare  s  pris  pour  variable  indépendante ,  on  ait 

les  coordonnées  3if,  y  correspondantes  ks  +  1  seront 


«•» 


*'=^(*+i)=^{*)+iyW+—:  [♦"(')+!] 


i.a 
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Cela  posé ,  i^  la  droite  M^M'  qui  joindra  les  extrémités  de 
ces  longueurs,  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la 
tangente,  ou  sensiblement  normale  à  la  courbe.  En  effet, 
en  appelant  a,,  6.  les  angles  que  cette  droite  fait  a^ec  les 
axes  des  x  et  desjr^  a,  6  les  anglds  de  la  tang^ite  avec 
ces  mêmes  axes ,  on  a 

cos  a,  cos^t 


'— ^.     r'— r. 


ou ,  à  très  peu  près , 

cos  «I        cos  C, 
d*x    "^   d^x  ^ 
ds^  ds* 

on  a  d'ailleurs  rigoureusement 

cos«        cos^ 
dx  djr 

De  plus,  en  différentiant  Féquation  dx^  -f'  rfy*  =di',  et 
regardant  Tare  s  comme  variable  indépendante ,  on  aura 

dxd^x  +  dyd^x  =  o , 

et  en  substituant  pour  dx^  djy  d'^x^  d^y^  les  quantités 
prop  ortionnelles 

co8«,    ootC,     cos  #1,    cosC,) 
COS4  cos  «,  +  cosC  cosCc  =  o  : 

or  cette  dernière  équation  exprime  que  la  droite  M, M' 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  ;  donc,  etc. 

a®.  Si  nous  appelons  à  la  longueur  M,M',  nous  aurons 

/='r[(^'+'y--(^+')']* 

et  par  suite 

1  .1» 

■r  ^  lim.  — i, 

IT  ^ 


[(^)+(^0"J 


ê 
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Mais  en  prenant,  comme  nous  Tavons  supposé,  Tare  s 

pour  variable  indépendante,  et  désign^int  par  p  le  rayon 

de  courbure,  on  a 

I 

on  aura  donc 

p  =  lim.  —T. 

En  conséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  en  un  point  donné,  il  suffit  de  porter  sur  cette 
courbe  et  sur  sa  tangente  prolongée  dans  le  même  sens , 
des  longueurs  égales  et  inàniment  petites ,  et  de  diviser 
le  carré  de  Tune  d'elles  par  le  double  de  la  distance  com- 
prise entre  leurs  extrémités  \  la  limite  du  quotient  est  la 
valeur  exacte  du  rayon  de  courbure. 

Corollaire.  En  appelant  X,  |ui  les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  normale  à  la  courbe,  au  point  x^y,  et  remar- 
quant que  ces  angles  sont,  comme  on  vient  de  le  prouver, 
sensiblement  égaux  à  «i ,  6| ,  ou  sont  les  limites  des  deux 
angles  «i ,  61 ,  on  trouvera  rigoureusement,  en  prenant 
Tare  s  pour  variable  indépendante , 


cos  A cos/c , 


=  :i:p 


etparsmte      cosa  =  ±p— -,     cos^  =  zt^-^. 

135.  Le  centre  de  courbure  correspondant  à  un  point 
(j:,y) ,  sera  placé  par  rapport  à  ce  point  du  côté  des  jr 
positifs,  ou  du  côté  des  y  négatif,  suivant  que  la  valeur 

du  rapport  — ,  r  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  demi- 
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Détermination  ana]yt%°®  ^^  centre  de  courbure.— Théorie  des  déreloppées 

et  des  développantes. 


134.  Soit  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane 
correspondant  au  point  (x^y\  et  |,  yj les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  :  ce  centre  n'étant  autre  chose  que 
Tcxtrémité  du  rayon  p  porté  sur  la  normale  à  partir  du 
point  (x,  y)j  èl  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa 
concavité,  ses  coordonnées  | ,  w  vérifieront  l'équation  de 
'   la  normale  ;  on  aura  donc 

et  de  plus 

(i-xy  +  in^xY  —  P*; 

on  tire  de  ces  équations 

djr  dx  \/dx^  +  dy^  ^** 

En  ayant  égard  à  l'équation  -  =  ±:  ^ ,   et  se  rappelant 

que  le  centre  de  courbure  sera  situé  par  rapport  au  point 
(x^y),  du  côté  des  y  positifs  ou  négatifs,  ou  que  la  dif- 

dr 

férence^  —  m  sera  négative  ou  positive,  suivant  que  ~ 
sera  une  quantité  positive  ou  négative ,  et  que  par  consé- 
quent  y —  yj  et  ^  sont  des  cjuantités  de  signes  conti*aires, 
T.  I.  i6 
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on  trouvera 


fi — j }_ 


dy  dx  dr 

t 

Ces  deux  équations  serviront  dans  tous  les  cas  à  détermi- 
ner les  coordonnées  (,  19  du  centre  de  courbure.  Si  Ton 
prend  x  pour  variable  indépendante,  on  aura 

dr  _      x"  f^— ^^  — 1  y" 

ç  — X  — -pi ,       «—7 « 

Si  Ton  cesse  de  prendre  x  pour  variable  indépendante , 
inéquation  tang  t  =  j^'  donnera 

dr    dy dxd^y  ^^dyd^x 

cos*r  dx  €/jr*  ' 


dr  = 


I  -f- langer 
et  par  conséquent 


dxd^y  —  dyd*x dxd^y  —  dyd*x 

^  dx^  "■       5r*+r^»       ' 


Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  d^x  et  la 
seconde  par  J*y,  et  ajoutant,  on  trouverait 

{l^x)d^x^{^^y)dy:=:dx^  +  dy^=ds^, 

ou 

Il  serait  facile  d'établir  directement  cetteéquation,  qu'on 
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peut  mettre  sous  la  forme 

S  — ^    </»x      fi  —  f    d^y  _  ,. 
./s—-— -+- .P— ; — =  i: 


* 

en   effet,  —^  et  — ^-,  amsicpief)  — ,  p  ^,  expn- 

Tuent  également ,  lorsqu'on  prend  Tare  s  pour  variable 
indépendante,  les  cosinus  des  angles  X,  (iqàe  la  normale 
prolongée  vers  le  centre  de  courbure  fait  avec  les  axes  ] 
de  sorte  que  Féquation  précédente  se  réduit  à  Péquation 
identique 

* 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  Tare  s  pour  variable 
indépendante ,  les  équations 

d^x  dW 

4— X=p  CO$A=/5*  — ,      fi  —  x  =  p  cos^  =f  *  ^, 

donnent,  en  mettant  pour  p'  sa  valeur  (n**  130), 

135.  On  peut  enfin  parvenir  k  des  équationi^  qui  ex- 
priment immédiatement  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  au  moyen  des  coordonnées  x,  y  et  des  dérivées 
partielles  de  Féquation  de  la  courbe,  2/=o.  En  effet,  les 
équations 

du  du 

{l—x)dx^{n—y)dy=o,     —dx+—djr^o, 

donnent 

du     ~~    du  du  .       ,  du   .  * 

dx  dy  dx        ^  dy 

l6.. 
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mais  nous  avons  trouve 

(  \^x)  d^x  +  (i,  —  y)d^x  =dx*  +  dy*  ; 
on  aura  donc  aussi 

{ — ^  __n — X <^*  H-  djr* 

du  du  d*u    ,        .        d'u    ,    ,     .    d*u  ,  ^* 

dx  dy  dx^  dxdy       -^    ^   dy*  -^ 

puis,  en  substituant  aux  différentielles  dx^  dy  les  quantités 
^,  —  --=-'  qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,, 
on  trouvera 

i^r::^^^jz:z = \di)'^\'^) 

du    ""    du  ^du\*d^ dudu  d*u       fdu^*  d*u 

dx  dy  \dy )  dx*         dxdydxdy      \dxj  dy* 


1    f 


[<mm 


lorsque  dans  Téquation  u=o  les  variables  or,  ^  sont  sépa- 
rées, on  a  =  o ,  et  la  formule  précédente  se  réduit  à 

/du\* 


{— ^_,  »— r^ \ 


ë)V(|Y 


du  du  fdn\*  d*u 

dx  dy  \ 


'  ^y  dP'^ydx)  5>» 


Au  moyen  de  Tune  ou  de  Tautre  de  ces  deux  formules. 
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on  déterminera  immédiatement  les  cooi^données  ^  9  y7  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (pc^  y)  et  le 
rayon  de  courbure  p. 

136.  Nous  avons  trouvé  que  les  coordonnées  et  Je  rayon 
de  courbure  vérifiaient  toujours  les  trois  équations 

,^J(?— *)•  +  («—/)'=  PS  {l-'x)dx+{n  —  y)djr=o, 
^  ^  \  {i—x)d^x  +  («  —  r)d^y  —  dx^  —  dy^  =  G, 

qui  suffisent  pour  déterminer  pes  trois  inconnues  en  fonc- 
tion de  X,  y.  n  est  essentiel  de  remarquer  que  Ton  re- 
trouve la  deuxième  et  la  troisième  équation  lorsqu^on 
différentie  la  première  et  la  deuxième ,  comme  si  les  deux 
inconnues  i^ ,  77 ,  étaient  des  quantités  constantes.      ^ 

Lorsque  le  point  (pCyjr)  vient  à  se  déplacer  sur  la  courbe 
donnée,  le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même  temps. 
Si  le  premier  point  se  meut  d'une  manière  continue  sur  la 
courbe  dont  il  s'agit,  le  deuxième  décrira  une  nouvelle 
courbe.  Or  pour  obtenir  Téquation  de  cette  dernière,  il 
suffira  évidemment  d'éliminer  x^jr  entre  l'équation  u  =  o 
et  deux  des  équations  qui  déterminent  | ,  77 ,  par  exemple, 


(ir'^)da:+{fi'^X)dy=Oi  ({— ^)rf*x+(«-J>/*r — dx* — ^fy'rro, 

ou  (n^  135) 

i — jc  _  n — jr  __ 

du  du 

dx  djr 

L'écpiation  résultant  de  l'élimination  uq  renfermera  plus 
que  les  deux  variables  | ,  v?  et  représentera  précisément  la 
ligne  qui  sera  le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de 
courbure  de  la  courbe  donnée.  En  supposant  que  x  ^y  ^ 
dx^  djfj  d^x  ^  ^^9  c^c. ,  tiennent  la  place  de  leurs  va- 
leurs en  ^ ,  y]  dans  ies  équations  {a) ,  ces  équations  appar- 
tiennent évidemment  à  la  ligne  lieu  de  tous  les  centres 
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de  courbure  ;  les  difiEére&tieUesde  ce& équations  lui  appar- 
tiendront donc  également.  Or,  si  Ton  diflEérentie  les  deu& 
premières,  et  si  Ton  supprime  les  termas  qui  s'évanouis^ 
sent  en  vertu  de  ht  seconde  et  de  la  troisième,  on  trouvera 


cette  dernière  équation  exprime  que  les  tangentes  menées 
à  la  courbe  donnée  par  Je  point  (j^,  ^),  et  à  la  nouvelle 
courbe  par  le  point  (Ç,  19),  sont  perpendiculaires  entre 
elles ,  ou  que  la  normale  à  la  courbe  donnée  est  parallèle 
à  la  tangente  à  la  seconde  courbe.  Par  conséquent ,  le 
rayon  de  courbure  qui  coïncide  avec  la  normale,  et  vient 
aboutir  au  point  (|,  >î),  sera  en  ce  dernier  point  tangent 
à  la  seconde  courbe. 

Déplus,  si  l'on  nomme  a  l'arc  de  cette  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  $ ,  rj ,  on 
aura. 

et  l'on  tirera  des  équations 

•    ({  — j?)d:r4-(jf— j)rf/ =  o,     diilx  +  dtidf=:o, 
({  —  x)di'^{ti—x)d>i  =  pdpy 

dj     _     du    _(i'^x)di+{n—x}dn_^y'di-^hd^» 

l — X     « — X  p*  e 

=  *=±^. 

p  p 

On  trouvera  par  ^uite 

dp  =zdz  dr^      d(p  qi  •■)  =:  o , 

OU  eu  faisant,  pour  plus  de  commodité,  pipa=f  (x), 
La  dérivée  de   la  fonction  (f(x)  étant   toujours   nulle. 
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cette  fonction  sera  constante  et  son  aecroissement  tou- 
jours égal  à  zéro,  puisqtie  l'on  a 

on  a  donc  enfin  Ap  zf  Aa  =  o,     Ap  :=  ±:  Aa. 

Cette  éifiiation  prouve  que  Tare  Aa  renfermé  entre  deux 
points  de  la  nouvelle  courbe  est  égal,  au  signe  près,  à  la 
différence  des  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ces 
deux*  points.  Ajoutons  que  le  signe  du  deuxième  membre 
de  Péquation  Ap  =  ±i  A(7  sera  le  signe  du  deuxième  mem- 
bre des  équations 

di      _.   { — X       dn        ^^n — / 
3"  =  ^ >     3"^=^ • 

Les  premiers  membres  — ,    —  sont  les  cosinus  des  angles 

que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  pro- 
longée dans   le  sens   de  Tare  o",  les  seconds  membres 

— ,   —  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 

mêmes  axeë  le  rayon  de  courbure  mené  du  point  (x ,  ^)  au 
point  I ,  y?  ^  on  en  conclura  facilement  que  Tare  a  et  le 
rayon  p  croîtront  simultanément  ou  que  Pon  aura  A|9=A(7, 
si  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  prolongée  dans  le  sens 
de  Tare  a,  coïncide  non  pas  avec  le  rayon  jO,  mais  avec  le 
prolongement  de  ce  rayon  au^là  du  point  Ç ,  y? ,  tandis 
que  dans  Thypothèse  contraire  le  rayon  p  venant  à  ci^îlre, 
Tare  a  diminuera,  et  Vcm  aura  Ap=— ^  Aa. 

137.  Cela  posé,  concevofts  (Jig*  aï)  qu'un  fil  inexten- 
sible, fixé  par  une  ae  ses  extrémités  jx ,  et  d'une  longueur 
égale  à  celle  du  rayon  de  courbure  p,  soit  d'abord  appliqué 
Sût  ec  rayon  ^  puis  que  ce  même  fil  restant  toujours  tendu 
vienne  à  se  mouvoir  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule 
sur  l'arc  ±  A<7  compris  entre  le  point  fxon  (|,  m)  et  le 
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poiQt  /x'  OU  (I  +  AÇ ,  19  -f-  An).  L'autre  partie  qui  restera 
droite  et  touchera  la  nouvelle  courbe  CC  au  point  fx',  aura 
évidemment  la  longueur  du  rayon  de  courbure  à  ce  point , 
puisque  dans  le  cas  dont  il  s'agit 

et  par  consequjent  celle  des  extrémités,  du  fil  qui  coïnci- 
dait d'abord  avec  le  point  Mou(a: ,  y)  coïncidera  actuelle- 
ment avec  le  point  M' ou  (x-^Ax^j  +  Ay)  situé  sur  la 
courbe  AÂ'  ;  comme  notre  raisonnement  subsiste ,  quelle 
que  soit  la  longueur  de  l'arc  Aa,  nous  devons  en  conclure 
que  le  fil  inextensible ,  en  même  temps  qu'il  s'enroule 
sur  la  nouvelle  courbe  ^  décrit,  par  son  extrémité  mobile , 
la  courbe  donnée. 

La  mèuie  courbe  se  trouvera  encore  décrite,  mais  en 
sens  contraire,  si ,  après  s'être  enroulé  sur  l'arc  rt  Aa,  le 
fil  se  meut  de  manière  à  revenir  à  sa  position  primitive» 
Dans  ce  mouvement,  la  portion  du  fil  qui  s'était  appli- 
quée sur  l'arc  ±:  Aa  se  développera  de  nouveau  en  ligne 
droite.  On  appeUe  dé\feloppée  d'une  courbe  donnée  AA' , 
la  courbe  CC  dont  les  arcs  se  développent  en  ligne  droite 
sur  le  rayon  de  courbure  de  la  première,  et  qui,  comme 
nous  venons  de  l'expliquer,  peut  servir  au  tracé  de  la 
courbe  donnée  A  A'.  Au  contraire,  la  prwnière  courbe  dé- 
crite par  l'extrémité  mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde 
est  la  déueloppante  de  celle-ci. 

138.  i"  application.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  cycloïde,  repré- 
sentée par  le  système  des  équations 

j?  =:  R{#  -^  sin*),     ^  =  R(  I  —  costf), 

nous  prendrons ,  pour  éliminer  x ,  j^,  les  deux  équations 

y  djr  dx 
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dans  le  cas  dont  il  s^agit 

dr  Rsiiitf  si 

:t  =  -^  =  =-7 X  =  — 


sin« 
taDgi 


dx      R(i — cosa»)       1 — cos* 

2sin-cos-      cos- 

2  2  2  9t 

= nr =  COt-, 

•  .    •  2 

2sm*-         sin- 

2  2 

ce  qui  exige  que  t  soit  de  la  forme  ±:  nîr  H ,  on 

aura  donc 

r=:zt:/iirH ,      dr  -=:  "-^ ,-  dêt  y 

2  2 

-~  ^—  2R  Sinor,      -T-  =T-2R(l  —  COSâ»), 
ar  dr, 

et  par  suite 

{  =  j?  +  2R  sin«  =  R(<i»  -(-  sin<v)y 

j»:=j^ —  2R(!  —  CQS^)  =-— R(!  -I—  cosa»); 

si  nous  posons  w  =  w'  +  ^  >  il  viendra 

?— 9rRz=R(<i»'  — sina»,')),     9  4'2R  =  R(i  -^  cosa»'). 

* 

Telles  sont  les  deux  équations  dont  Tensemble  représen- 
tera la  développée ,  ou  qui ,  par  ^élimination  de  x ,  con- 
duiront à  Téquation  de  la  développée.  Cette  courbe  passe 
évidemment  par  le  point  qui ,  répondant  à  o)  r=  o ,  o)'  =  ir , 
a  pour  coordonnées  |  :=  ttR  ,  >î  =  —  2R ,  et  n'est  autre 
chose  que  le  centre  de  courbure  correspondant  à  l'ordon- 
née maximum  de  la  première  branche  de  la  cycloïde. 
Transportons  l'origine  en  ce  point ,  en  changeant  Ç  en 
I  -H  ttR,  if}  en  >î  —  2R  :  les  équations  de  la  développée 
sont  alors 

J=R(«'— siiiâ»'),     jy  =  R(i  —  cosa»'); 
et  comme  elles  sont  toutes  pareilles  aux  équations  de  la 
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cycloïde  donnée,  nous  en  conclurons  cfn'tine  cycloïde  a 
pour  développée  une  ajitre  cycloïde  de  même  forme  el 
de  mêmes  dimensions  dont  tes  points  de  rebrouasemen,! 
coïncident  avec  les  centres  de  courbure  correspondant 
aux  points  milieux  àtè  diverses  branches  de  la  première. 
Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  mêpie  temps  les  points  milieux  des  diverses  bran- 
ches de  la  deuxième,  et  que  la  base  delà  deuxième  cy- 
cl'oïde  ae  confond  avec  la  droite  qui  a  pour  équation 
y=  —  2R.  U  serait  facile  d'établir  les  équations 

• 

en  partant  du  principe  démontré  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  est  double  de  la  normale,  quand  la  base 
est  prise  pour  axe  des  oc.  En  effet,  en  vertu  de  ce  principe, 
le  milieu  du  rayon  de  courbure  Mfi  (Jig-  22),  c'est-à-dire 

le  point  qui  a  pour  coordonnées  — — ^- ,  coïncide 

avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateur  dont  Tordonnée  dst  nulle  et  dont  Tabscisse  est 
Rctf  =i  :t+  R  rinû).  On  a  donc 

d'où  Ton  déduit  immédiatement  les  équations  cherchées. 
On  peut  méme^  sans  recourir  à  ces  formules ,  et  à  Taide 
du  seul  principe  que  uous  venons  de  rappeler,  déterminer 
la  nature  de  la  couiiie  qui  sert  de  développée  à  la  cycloïde. 
Pour  y  parvenir,  décrivons  (Jig*  22)  avec  le  rayon  R 
deux  cercles  égaux  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  Taxe 
desj^,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  Taxe  des  x, 
et  qui  touchent  ce  dernier  axe  à  l'origine  des  coordonnée». 
Concevons  ensuite  que  l'on  fasse  rouler  ces  deux  cercles, 
fc  premier  sur  l'axe  des  x ,  le  deuxième  sur  la  droite  pa- 


VIKGV-H^VATinkME   LBçon.  aSi 

rallèle  j^  =  —  aR ,  de  manière  qu'ils  ne  cessent  pas  d'an 
voir  Taxe  des  x  pour  fanante  commune.  Les  rayons  qui 
dans  le  premier  instant  aboutissaient  à  Forigine  des  coor- 
données, tourneront  autour  des  centres  dtes  deux  cercles 
et  décriront  en  même  temps  des  angles  égaux ,  d'où  il  ré- 
sulte, I**  que  ces  rayons  CM  et  yjx  seront  toujours  paral- 
lèles^ 2**  que  la  droite  Mfx  qui  joindra  leurs  extrémités, 
passera  par  le  point  de  contact  et  sera  divisée  en  ce  point 
en  deux  parties  égales.  Or  la  partie  MN  comprise  dans  le 
premier  cercle  sera-  évidemment  la  normale  de  la  cycloïde 
proposée  que  décrira  le  premier  rayon  ;  donc  le  rayon  de 
cotu*bure  de  cette  courbe  égal  au  double  de  la  normale, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  droite  entière  Mfx,  et  le 
centre  de  courbuEC  avec  rextrénrité  du  second  Fayon  yjx  \ 
donc  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  développée  de 
la  même  courbe  sera  préckémenf  la  seconde  eyoloïde^  dé- 
crite par  cette  extrémité. 

Corollaire.  L*anrA/x'de  la  cycftjtde  est  égal  au  rayon  de 
courbui'e  M/x ,  et  par  conséquent  la  demi-cycloïde  entière 

AA'  =  AD  =  4R.  En  général,  A;x  =  a  =  aï/^;  la 
cycloïde  est  une  courbe  reotifiable. 

a"**  Application.  Considérons  Pellipse  représentée  par 
Téquation 

::t  +  ^  =  ». 


ou 


d'où 


I  /x'  ,  y 


«  =  ;l^-<-ïr-"=« 


dn        X  du        y        d*u         i 

dx'~'â*^  dp      ^*      dx^       âï 

d*u  I  d*u 

\^)    dx^'^\dxj  dp'^â*b*\a^'^WJ^â^ 


a5a  CALCUL  différentiel. 

la  formule 


^ê)"+(?J 


i — ^^y — X V_ 

du     ^     du    ~        f  du^  d^u       ( du\  d^ 
dx  ^  \^)  dx^'^\dx)  dy^ 


donnera 


•a-)-a-)=-(*v+-f) 


a»— A'  .         6* — a'     , 


a 
d'où  l'on  tire 

X  a^  y  b* 

Si ,  en  supposant  que  a  soit  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  on 
pose 

a* — b*      !>__«* — ** 

on  trouvera 

En  substituant  ces  valeurs  de  -,  -  dans  l'équation 

a    b  * 


X 

a 
il  vient 


-  +  T-  =  I» 


i)'+a^*=- 


Telle  est  donc  l'ëquation  de  la  développée  de  l'ellipse.  On 
peut  ]a  transformer  de  manière  à  ce  qu'elle  ne  renferme 
que  des  puissances  entières  des  variables.  En  eflct,  après 
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avoir  élevé  cbacun  des  deux  membres  à  la  troisième  puis-^ 
sance,  on  en  tirera 

3  2  2  2 


'  "  •  A*      B 


-<#.y[a-)^ar]-(ËT. 


et  par  siiite 

On  conclura  aisément  de  ces  équations,  que  la  développée 
de  l'ellipse  (Jig*  a3)  est  une  courbe  fermée ,  divisible  en 
quatre  parties  superposables  par  deux  axes  qui  coïncident, 
comme  ceux  de  Tellipse ,  avec  les  axes  coordonnés  et  qui 
rencontrent  cette  développée  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances, à  Forigine,  sont  Â  et  B.  Ajoutons  que  cbacune  de 
ces  parties  de  la  développée  toucbe  les  axes  en  les  rencon- 
trant, et  qu'en  conséquence  cbacun  des  points  de  rencontre 
a,  a',  6,  6',  est  pour  cette  courbe  un  point  de  rebrous- 
sement.  Les  rayons  de  courbure,  aux  sommets,  sont  re- 

b*       a* 
présetités  respectivement  par  —  et  -r-. 

3"*  application  :  à  l'hyperbole  —  —  ir  ^^  ^  • 

On  reconnaîtra  que  Téquation  de  la  développée  se  ré- 

1   .                        A        a*+b*    ^        a*  +  b*    , 
dmt,  en  posant  A  == ,  d  =  — r — >  • 

(i)'-(î)  ='  ""  [•  -(fe-F)T=-''  T^'i* 

et  l'on  conclut  de  ces  équations  que  la  développée  de  l'hy- 
perbole (fig»  ^4)  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini ,  qui 
se  trouve  divisée  par  les'  axes  des  coordonnées  en  quatre  par- 
ties égales,  et  qui  se  compose  de  deux  branches  séparées, 
dont  chacune  a  un  point  de  rebroussement  situé  sur  le  pro- 
longement de  l'axe  réel  de  l'hyperbole,  k  la  distance  A  de 


I 
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Torigine.  Le  rayon  de  courbure  au  sonnnei  de  Taxe  réel 

est  égal  a  — . 

°         a 

^^^ Application  :  à  la  parabole  j^'  =  ipx^ 

d'où 

du du d*u  d*u  d^u 

donc 

P  r  P^  P 

.  =  _-,     *=-3-^.    x=^-p^V. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  j^  ^:  !ipx ,  on 
trouvera 

H(-p)  =p^  ^^  ^{i-py =Pn^^ 

On  reconnaîtra  facilement  que  cette  développée  {fig*  a5) 
s'étend  à  l'infini  du  côté  des  x  positives,  qu'elle  a  pour 
axe  l'axe  de  la  parabole  et  qu'elle  rencontre  cet  axe  en  le 
touchant  au  point  dont  l'abscisse  est  p*  Ce  point  est  un 
point  de  rebroussement  ;  si  l'on  y  transporte  l'origine  des 
coordonnées  en  changeant  $  en  J  -+-  /i ,  l'équation  de  la 
développée  deviendra 

et  il  en  résulte  que  toute  parabole  du  second  degré  a  pour 
développée  une  autre  parabole  du  degré  f  ou  |. 
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Du  contact  des  conrbes.  —  De  Tordre  de  ce  contact. 


i  38«  On  dit  que  deux  courbes  se  touchent  lorsqu'elles  ont 
un  point  de  commun  et  une  tangente  commune.  De  plus , 
lorsque  deux  courbes  A"B",  A'B'  touchent  la  courbe  AB  au 
même  point  M,  la  courbe  A'B',  qui  passe  entre  les  deux 
autres,  est  regardée  comme  ayant  avec  la  courbe  AB  un 
contact  plus  intime  que  li  courbe  A'^''.  Les  géomètres 
distinguent  ainsi  des  contacts  de  divers  ordres,  que  l'on 
parvient  facilement  à  définir  au  moyen  de  la  considération 
des  coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées. 

Soient  j-  =  F  (a:),  y  =  f{pc)^  les  équations  de  deux 
courbes  rapportées  à  des  coordonnées  rectangulaires.  Sup- 
posons que  X  soit  Tabscisse  d'un  point  commun  à  ces  deux 
courbes  ;  les  ordonnées  correspondantes  à  une  abscisse  voi* 
sîne  :r:  -\-h  seront  respectivement 

f(*)-hJf'(.)+^f"(x).....+  ^:^fc-)W. 

[F(-+0(;r)+I], 


i.a.3...(#i+i) 
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Si  elles  ont  une  tangente  commune  au  point  x^y^  ou  aura 
en  ce  point,  non-seulement  F  (a:)  =  f{pc)^  mais  encore 
P'(j:)  =  f\x)  ;  et  il  sora  certain  qu'aucune  autre  ligne 
y  =  y(j:)  ne  pourra  passer  entre  les  courbes  proposées,  à 
moins  que  Ton  n'ait  également  y'(j:)=F'(jc)=/^(x).  En 
effet,  la  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes 
proposées  correspondantes  à  a:-+-A  peut  être  exprimée  par 

[F"(x  +  eA)-/"(x  +  M)]  ■^, 

tandis  que  si  la  condition  dont  il  s'agit  n'avait  pas  lieu, 
la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  troisième  coiurbe  et 
celle  de  la  première  serait  exprimée  par 

Or  il  est  visible  que  quand  h  eM  très  petit,  la  seconde  dif- 
férence est  plus  grande  que  la  précédente  \  donc  la  courbe 
y  =  y(a:)  ne  passe  pas  entre  les  deux  premières. 

On  dit  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun  et  pour 
lesquelles  le  coeflScient  différentiel  du  premier  ordre  a -la 
même  valeur  en  ce  point ,  qu'elles  ont  entre  elles  un  con- 
tact du  premier  ordre. 

i40.  Admettons  maintenant  que  pour  les  deux  courbes 
proposées  les  coefficients  différentiels  des  deux  premiers 
ordres  aient  des  valeurs  communes,  la  différence  des  or- 
données de  ces  courbes  qui  répondait  à  l'abscisse  x  +  A  , 
sera  exprimée  par 

-Ç-ô  [n^+w)  -/>+«'A)], 

1  •  ^  •  o 

tandis  que  pour  une  troisième  courbe  y  =  ç(x),  qui  ne 
satisferait  pas  à  la  même  condition,  mais  qui  toucberait 
cependant  la  première ,  la  différence  des  coordonnées 
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rait  exprimée  par 

^[r(x+ÔA)-/"(»-HO«A)l. 

Or  lorsque  h  est  très  petit ,  cette  seconde  différence  est 
plus  grande  que  la  première^  la  troisième  courbe  ne 
pourra  donc  jamais  passer  entre  les  deux  premières ,  que 
Ton  dit  avoir  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  O» 
dit  aus^i ,  dans  ce  cas ,  que  les  deux  courbes  sont  oscu* 
latrices,  parce  qu'en  sus  de  la  tangente  coknmime  elles  ont 
évidemment  le  même  cercle  osculateur.  En  effet,  la  di- 
rection de  la  tangente ,  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur ne  dépendent ,  comme  nous  Tavons  vu ,  que  des 
deux  premières  dérivées  y\  y*\  qui  ici,  par  hypothèse , 
sont  égales  \  donc ,  etc. 

Réciproquement ,  si  deux  courbes  ont  en  un  point  com- 
mun même  tangente  et  même  cercle  osculateur,  leur  con- 
tact sera  du  second  ordre ,  parce  que  les  deux  premières 
dérivées  auront  nécessairement  la  même  valeur. 

141 .  Considérons  {^fig*  a6)  deux  courbes  qui  se  touchent 
eu  un  point  donné  M  ;  si  du  point  de  contact  comme  centre 
et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on  décrit  un  cercle,  ce 
cercle  coupera  les  deux  courbes  en  deux  points  très  voi- 
sins l'un  de  l'autre  P  et  Q ,  et  le  rapprochement  plus  ou 
moins  considérable  des  deux  courbes  à  la  distance  i  du 
point  de  contact,  aura  évidemment  pour  mesure  la  lon- 
gueur infiniment  petite  PQ ,  comprise  entre  les  deux  points 
dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  PQ 
de  l'arc  de  grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes  ; 
si  nous  appelons  o)  l'angle  très  petit  compris  entre  les 
rayons  menés  à  ses  extrémités ,  cet  arc  et  sa  corde  seront 

respectivement  mesurés  p^r  les  produits  ia>,  ii  sin  -.  Si  les 

deux  courbes  changent  de  forme,  de  telle  manière  que, 
touchant  toujours  au  point  donné ,  elles  se  rapprochent 
T.  1.  i7_ 


a!>8  CA(.CIJL    DirpinBHTIÈL. 

davantage  l'une  de  Pautre  dans  le  voisinage  de  ce  points 
lesvaleursderexpression  lu  si»  -  diminueront  nécessai- 
rement ,  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  /,  représentée 
par  Cl),  diminuera  elle-même.  Si  au  contraire  le  rappro- 
chement des  deux  courbes  devient  moindre ,  les  valetu^  de 
«  croîtront  nécessairement,  de  sorte  que  le  rapproche- 
ment des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable 
suivant  que  les  valeurs  de  (k>,  correspondantes  à  de  très 
petites  valeurs  de  /,  seront  plus  ou  moins  petites.  Dès-lors 
on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i^*"*  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
donné)  et  que  Ton  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points 
situés  à  la  distance  infiniment  petite  i  du  point  de  con- 
tact, le  rapprochement  entre  les  deux  courbes,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  sera  d'autant  plus  considérable  que 
Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  <ù  sera  plus  élevé  : 
en  efiet,  cette  quantités)  sera  d'autant  plus  petite  que  son 
ordre  sera  plus  élevé. 

Cela  posé ,  il  est  naturel  de  prendre  Tordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  co  considérée  comme  fonction  de  la 
base  /,  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  Tordre  de 
contact  des  deux  courbe^.  Soit  a  cet  ordre;  puisque  le 

rapport     ,  *    a  l'unité  pour  lûmte,  le  procUttt 

&  ttn4'«  .  « 

— j— î—  =  2sin- 

t«ra  encore  une  quantité  infiaimeat  petite  de  Tojcdjrt  a^ 

tandis  que  les  expressions  lo),  ^'sin-  seront  des  quanti- 

tés  infiniment  petites  de  Tordre  a  -|-  i,  donc  : 

Théorème  a*"*.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en 
un  point  denné ,  Tordre  du  contact  est  infifitiewr  d^nme 
unité  k  Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui 
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présente  la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux 
courbes,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont 
la  distance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  H  est  bon  d'dl>server  que  la  droite  qui  unit  ces 
deux  points  étant  la  base  d^un  triangle  isoscèleMPQ,  et 
opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  (ù  ,  sera  sensi- 
blement perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce  triangle ,  et 
par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  tan- 
gente dont  les  deux  côtés  diffèrent  très  peu.  La  surface  du 
triangle  est  d^ailleurs  égale  au  produit  ~  i**sin  ea  et  par  con- 
séquent à  une  quantité  infiniment  petite  dont  Tordrea-l-s 
surpasse  de  deux  unités  l'ordre  du  contact  des  courbes. 
143.  Concevons  maintenant  qu'après  avoir  décrit  du 
point  M,  avec  le  rayon  infiniment  petit  MP=3:MQ  =  i, 
un  arc  de  cercle ,  on  mène  par  le  point  P  une  droite  PS  qui 
fasse  avec  la  tangente  comnrane  un  angle  y.  Dans  le  trian- 
gle PQS,  le  côté  QS,  sensiblement  paraUèle  à  la  tan- 
gente conunune ,  parce  qu'il  coïncide  avec  une  corde  dont 
les    extrémités  situées  sur  Tune  des  courbes  sont  très 
voisines  du  point  de  contact ,  formera  évidemment  arec 
les  deux  autres  côtés  PQ ,  PS  deux  angles  finis  dont  le  pre- 
mier différera  très  peu  d'un  angle  droit,  et  le  second  de 
l'angle  y;  on  aura  donc,  en  désignaUit  par  t  el  t'  deux 
quantités  infiniment  petites, 


sinf-±ij  sinf-zCf 

PS=    .  y^  n^Q-  .   )\  /,2/sin-. 
sm(y±i')     ^      sm(y±i') 


■).... 


Déplus,  si  l'on  abaisse  du  poiiit  M  sur  PS  la  perpendi- 
culaire MR,  l'angle  MPS  étant  sensiblement  égal  à  y,  on 

aura 

MR  =  MP  siD(y  ±  1")  =  /  sin(y  ±  i''); 

or  les  valeurs  de  PS  et  de  MR  prouvent,  i^que  si  ei>  et  sina> 
s€Mit  desinfiniment  petits  àt  Tordre iz,  c'est-à^rc  que  si 

17.. 
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les  courbes  données  ont  entre  elles  un  contact  de  Tordrcf 
a  y  la  distance  PS  sera  un  infiniment  petit  de  Tordre 
a-|-  ï  ;  2**  que  cet  ordre  ne  variera  pas  si ,  au  lieu  de  pren- 
dre pour  base  Tinfiniment  petit  du  premier  ordre  MP= i, 
on  prenait  pour  base  la  perpendiculaire  MR,  puisque 
cette  perpendiculaire  est  elle-même  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre  dans  le  système  dont  la  base  est  MP 
ou  I.  On  conclut  immédiatement  de  cette  remarque  le 
théorème  qui  suit  : 

Théorème  3"'.  L'ordre  de  contact  de  deux  courbes 
plane»  qui  se  touchent  en  un  point  M ,  est  inférieur  d'une 
unité  à  Tordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise 
entre  les  deux  points  P  et  S ,  où  les  deux  courbes  sont 
rencontrées  pal*  tme  sécante  qui  forme  un  angle  fini  avec 
là  tangente  conmiune,  dans  tout  système  où  la  distance 
du  point  de  contact  à  la  sécante  dont  il  s'agit  est  im  infini- 
ment petit  du  premier  ordre. 

145.  Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux 
équaticms  entre  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obli- 
ques, et  si  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  Taxe 
des  j',  alors,  en  supposant  la  sécante  parallèle  à  ce  même 
axe,  on  déduira  du  théorème  3*"®  la  jproposition  suivante  : 

Théorème  4"***  Pour  obtenir  Tordre  de  contact  de  deux 
courbes  planes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tan- 
gente conmiune  n'est  pas  paraUèle  à  Taxe  àesy^  il  suffit 
de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  contact 
et  de  chercher  le  nombre  qui  représente  Tordre  de  la 
portion  infiniment  petite  de  cette  ordonnée  comprise  en- 
tre les  deux  courbes  dans  le  cas  où  Ton  considère  la  dis- 
tance du  point  de  contact  à  l'ordonnée  comme  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  ;  ce  nombre  diminué  d^une 
unité  indique  Tordre  de  contact  cherché. 

Coro//aire  i".  Soient    y  =  f(x)j    y=zF(x)^ 
les  équations  des  deux  courbes  planes,  elles  auront  un 
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|M>înt  commun  correspondant  à  une  valeur  donnée  dex,  et 
en  ce  point  une  tangente  commune  non  parallèle  à  Taxe 
desj^,  si  pour  la  valeur  donnée  de  x  les  équations  des  deux 
courbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies,  non-seu- 
lement de  l'ordonnée^,  mais  encore  de  sa  dérivée  y\ 
Dans  cette  hypothèse,  la  différence  F  (a:) -^y*(jf)  qui  s'é- 
vanouira pour  la  valeur  de  x  relative  au  point  conmiun, 
deviendra  infiniment  petite  quand  x  recevra  un  accrois- 
sement infiniment  petit  ;  et  si  Ton  considère  cet  accrois- 
sement comme  étant  du  premier  ordre.  Tordre  de  la 
quantité  infiniment  petite  qui  représentera  la  nouvelle 
valeur  de  F(.r)  —  f{po)  surpassera  d'une  unité  l'ordre  de 
contact  des  deux  courbes. 

Dès-lors,  si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
de  l'axe  des  y^  mais  sans  avoir  cet  axe  pour  tangente 
commune,  il  suffira,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact, 
de  chercher  le  nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  diffé- 
rence F  (a:)  —  f(^)j  ^^  considérant  l'abscisse  x  comme 
une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On  re- 
connaîtra, par  exemple,  que  les  parabolesj^=x*,  j^=a:^ 
ont,  à  l'origine,  un  contact  du  premier  ordre,  les  para- 
bolesy  =  x'*+',^  =r  x""*"*  un  contact  de  l'ordre n,  les 

deux  courbes  j-  =  x'^^y=zx'*  un  contact  de  l'ordre 
»  1  =  1 

Corollaire  a™*.  Si  deux  courbes  ont  un  point  commun 
correspondant  à  l'abscisse  x,  et  en  ce  point  une  tangente 
commune  non  parallèle  à  l'axe  des  jr^  avec  un  contact  de 
l'ordre  a,  la  différence  F(x)  —  /{x)  sera  nulle;  et  si 
l'on  désigne  par  i  un  accroissement  infiniment  petit  du 
premier  ordre  attribué  à  l'abscisse  x ,  l'expression 

sera  (corollaire  i**^)  un  infiniment  petit  de  Tordre  a  +  i, 
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et  par  conMkpient,  en  désignant  par  n  le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a, 

sera(n*^26)  la  première  des  expressionfiF(j;+t)-^(j:-4*i), 
F'(j:H-i)— y'(a:+i), . . .  etc. ,  qui  cessera  de  s'évanouir 
aveci,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  F^"+'J(jr) — f^'"^^^(x) 
sera  la  première  des  différences 

F(a:)— /(x),     F'(x)— /'(x),etc..    .. 

qui  obtiendra  un^e  valeur  différente  de  o.  Par  conséquent 
les  dérivées  successives  j^^j^''. .  •  jusqu'à  celle  dont  l'or^ 
dre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immédiate- 
ment supérieur  à  Tordre  du  contact,  conserveront  les 
mêmes  valeurs  dans  le  passage  d'une  des  courbes  à  Fautre. 
Donc  aussi  lorsque  Tordre  de  contact  sera  un  nombre  en- 
tier, il  suffira ,  pour  le  déterminer,  de  chercher  quelle  est 
la  dernière  des  équations 

/(x)  =  F(*),    /'(x)  =  F'(*),    rix)=zF''{x),... 

qui  se  trouve  vérifiée  par  Tabscisse  du  point  de  coi;itact  ; 
l'ordre  des  dérivées  comprises  dans  cette  dernière  équation 
sera  précisément  le  nombre  demandé. 

3i  la  tangente  commune  était  parallèle  à  l'axe  des  j^,  il 
faudrait,  dans  les  théorèmes  et  corollaires  qui  précèdent, 
changer  x  en  j',  et  réciproquement. 

144«  Dms  l'application  du  troisième  théorème,  on 
pourra  prendre  pour  sécante  la  ligne  qui  joindrait  les  ex- 
trémités de  deux  longueurs  égales  et  iniiniment  petites 
portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact, 
puisque  Tangle  formé  par  cette  ligne  avec  la  tangente 
commune ,  a  pour  limite  l'angle  droit  ]  on  arrivera  ainsi 
à  un  nouveau  théorème  : 

Théorèbce  5™*".  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux 


coarbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné ,  il  suffit  et 
chercher  le  nombi*e  qui  représente  Tordre  de  la  distance 
infiniment  petite  compHse  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  àur'les  deux  courbes  à  partir  du 
point  de  contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs 
deviennent  infiniment  petites  dti  premier  ordre  ^  le  nom- 
bre dont  il  s'agit,  diminué  d'une  Unité,  indique  toujours 
Tordis  du  contact. 

Corollaire.  En  désignant  pai*  x,  j,  et  J,  m  les  coor- 
données des  extrémités  des  deuic  lougueiirs  égales  entre 
elles  et  à  i ,  par  i  la  distance  de  ces  extrémités ,  par  a  le 
contact  des  courbes ,  on  aura 

et  puisque  â  doit  être  infiniment  petit  de  Tordre  a  -f-  i , 
il  faudra  que  les  deux  différences  x  —  |  >  J^  —  ^  soient 
elles-mêmes  de  Tordre  a  -|-  i ,  ou  que  du  moins  Tune  soit 
de  cet  ordre,  l'autre  étant  d'un  ordre  plus  élevé,  ce  qui 
exige,  en  appelant  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédia- 
tement supérieur  à  a ,  que  des  expressions 

*~^*      di     '    '^dF-     '•••       di-     *       di"^'     ' 

djy^fi)     d\y^fi)  d'ix^^)      d^^{y^n) 

'^~'''      di     '       ///»     '    •      v/i-     '      di'*^^     ' 

les  deux  dernières,  ou  au  moins  Tune  d'entre  elles,  soient 
les  seules  qui  cessent  de  s'évanouir  pour  /  =;  o.  Soient 
d'ailleurs  5  et  o*  les  arcs  des  deux  courbes  renfermés  entre 
deun  points  files  et  les  points  mobiles  (x^jr)^  (|,  y;),  on 
aura  diz:=3:  ds  =:  da^  puisque  les  trois  variables  i ,  5  et  a 
diffihrent  mire  elles  de  quantités  constantes,  et  Ton  pourra 
dès^lors,  ftm expressions  qui  précèdent,  substituer (n^91) 
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les  suivantes 

.,      dx 
'-^'     ds- 

<ff 

d*x       dH 

dr' 

ds*          dir** 

d^x     •  dH        £/"-^*x       i/»+«f 

ds'*        dir"  '      </*"  +  *    "    do-'«+'' 

y       "'  ds' 

dn 

dr' 

d*X       ^^n 

ds*         dr»* 

. 

qui  devront  être  toutes. nulles,  à  Texception  de  Fune  au 
moins  des  deux  dernières  ;  et  l^on  pourra  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

145.  Théorème  ô*"*".  Etant  données  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  (x,  y)^  si  Ton  considère  les  coordon- 
nées X  ,^  de  chacune  d^elles  connue  des  fonctions  de  Tare  s 
pris  pour  variable  indépendante,  et  prolongé  dans  le 
même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point  de 
contact,  les  dérivées  successives 

dx     d*x     d^x  dy      d*y     d^y 

'dû'   d^'  ^'      •      dl'    d7*'  d^'    " 

jusqu'à  celles  dont  Tordre  sera  indiqué  par  le  nombre  en- 
tier n  égal  ou  inmiédiatement  supérieur  à  Tordre  du  con- 
tact, ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à  la  seconde,  tandis  que  des  deux  déri- 

vées  ,     .    ,     ,  , ,    ,  Tune  au  moins  prendra  une  valeur 

nouvelle. 

146.  Du  théorème  qui  précède,  joint  aux  prindi^es 
établis  dans  la  dix-neuvième  leçon ,  on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  Tordre  a ,  on  désigne  par  n  le  nombre  entier  égal  on 
immédiatement  supérieur  à  a,  i^  les  /»  premières  difie- 
rentielles  des  variables  x,  y^  prises  relativement  à  une 
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fonction  quelconque  r  de  ces  variables ,  et  même  les  n 
premières  différentielles  d^une  fonction  quelconque  t  de 
ces  variables ,  prises  par  rapport  à  une  autre  fonction  ar- 
bitraire u  de  ces  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs 
quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde  ; 
a?  les  différentielles  de  l'ordre  n  H-  i  de  x ,  y,  prises  par 
rapport  à  r,  ou  de  t  prises  par  rapport  à  u,  changeront 
ordinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à  la  seconde ,  quoique  le  contraire  puisse  avoir 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 

dx    d^x  d'^x     dy     d*y  d^y    . 


ds'    ds^'    "    ds'*'  ds'   ds*'"'   ds 


m. 


ne  changent  pas  de  valeurs  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à  la  seconde,  ces  deux  courbes  auront  entre 
elles  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  n. 

Dans  cette  hypothèse ,  en  effet ,  les  différences  x  —  | , 
y — 19,  considérées  conmie  fonctions  de/,  s'évanouiront  avec 
i  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  ceUes  de  l'ordre  n  in- 
clusivement ,    et  l'on  aura ,    en  faisant  x  —  Ç  =  (p  (i) , 


i"+« 


Cela  posé,  les  rapports  ^, s'évanouissantavec 

i  tant  que  a  sera  plus  petit  que  /i  -H  i?   les  deux  diffé- 
rences a: —  5,  y — yj,  ainsi  que  la  distance 
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•erotit  des  quantités  infiniment  petites  d^tm  ordre  au 
moins  égala  n^iy  et  par  conséquent  les  deux  oottriies 
auront  entre  elles  un  contact  d^un  ordre  au  moins  égal  à  n. 

147.  Si  deux  courbes  sont  telles  que  la  forme  et  la  po- 
sition de  la  première  étant  complètement  déterminées,  la 
forme  et  la  position  de  la  deuxième  puissent  Tarier  avec  les 
valeurs  de  plusieurs  constantes  ariiitraires  a^^af,,.  m^  com- 
prises dans  son  équation,  on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes arbitraires  â,^  a,  ,...«„,  ou  de  quelques-unes  d^en- 
tre  eUes ,  de  manière  que  les  valeurs  de  plusieurs  termes, 
consécutifs  de  la  suite  j'^  y\y'\-  •  •  J^^"^  restent  les  mêmes 
pour  Tabscisse  x  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à 
la  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  aura,  au  point  {x^y)^ 
avec  la  première ,  un  contact  plus  ou  moins  intime,  in- 
férieur d'une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n^auront 
pas  changé  de  valeur,  ou  représenté  par  Findice  des  deux 
dernières  dérivées  égales.  Si  n  est  le  nombre  des  constantes 
de  la  deuxième  équation,  on  pourra  disposer  de  ces  // 
constantes  de  manière  à  ce  que  l'ordonnée  j^  et  les  (/» — i) 
premières  dérivées  conservent  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes  \  de  sorte  que  parmi  les  valeurs  qu'on  peut 
attribuer  aux  n  constantes  arbitraires  a, ,  a^ , . .  •  a^^  ren- 
fermées dans  l'équation  fipc^^y^  ^a^^a^^  ...  a„)  =  o,  il 
existe  généralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  re- 
présentée par  cette  équation  acquiert  avec  une  courbe  don- 
née F(a:,  j^,  z)  =  o ,  au  point  dont  l'abscisse  est  x ,  un 
contact  d'un  ordre  au  moins  égal  au  nombre  n  —  i . 
n  est  évident  d'ailleurs  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  constantes  pour  lesquels  le  contact  entre  les 
deux  courbes*est  d'un  ordre  inférieur  an  —  i . 

On  détermine  le  système  des  valeurs  des  consUoites, 
pour  lequel  le  contact  est  de  l'ordre  n  —  i ,  à  l'aide  des  n 
équations  que  l'on  obtient  en  exprimant  que  l'équa- 
tion f(x^^y^^  a„  Afl, . . .  a„)  =  o  et  ses  w  —  i  équations 
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diflfërentielles  successives 

df  df  d^f  o.d*f  d}f 

df  df  rf"— / 

sont  satisfaites  lorsqu'à  la  place  des  variables  x,,  j^,,  et 
de  leurs  diiTérentieUes^  on  met  x,  ^  et  les  différentielles 
dxj  rf^...,  relative^  à  la  courbe  V{x^y)  =  o,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  la  variable  indépendante. 

Pour  obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de  a, ,  a%^  ...  «„, 
qui  établissent  entre  la  courbe  donnée  F(x,  j^)  =  o  etla 
courbe  f{x^ ,  jr^ ,  a, ,  ûj  . . .  a„)  =  o  un  contaet  d'un  or- 
dre inférieur  à  f^  -*-  1 9  il  suffît  de  conserver  quelques-unes 
des  équations  de  condition. 

i**"  Exemple.  Supposons  que  l'équation  d'une  courbe 
présente  trois  constantes  arbitraires ,  on  pourra  disposer 
de  ces  constantes  de  manière  à  ce  qu^  cette  courbe  ait  un 
contact  du  deuxième  ordre  avec  une  autre  courbe  don- 
née. Pom*  cela,  en  efl'et,  soit 

l'équation  de  la  courbe  dont  ils^agit;  en  la  difSSrentiant 
deux  fois,  on  aura 


^dœ.^'^djr.^o, 


tdx^  +  2^dx  dr^^^dr^^-^d^x  +^  d^r  -o- 


et  pour  établir  qu'entre  cette  courbe  et  une  autre  courbe 
donnée  F(ar,  jr)  =  o  il  y  aura  un  contact  du  deuxième 
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ordre,  il  sufBt  d'exprimer  que  ces  équations  dififëreiitieUe& 
sont  satisfaites  quand,  avec  les  coordonnées  du  point  de 
contact,  on  y  met  pour  ^x„  ^„  rf*a:„  rf*y„  les  valeurs 
des  quantités  dx^  dy^  d*x^  d*y^  tirées  de  Féquation 
F  (Xj  y)  ==  o.  On  obtient  ainsi  trois  équations, 

dj^  dxdy        -^  ^^  dy*   -^    ^^  dx         ^  dy      -^ 

dont  on  pourra  tirer  les  valeurs  des  constantes  a, ,  Of ,  a,  ^ 
en  fonction  des  coordonnées  x,  ^  du  point  de  contact.  La 
substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation 

conduira  à  Véqua^tion  de  la  courbe  osculatrice. 

i"  Exemple.  S'il  s'agit  d'un  cercle  dont  le  point  (| ,  17) 
soit  le  centre  et  p  le  rayon ,  et  dont  l'équation  soit 

(^«-ÇV+(jr«-^)*=PS 

pour  le  rendre  osculateur  de  la  courbe  au  point  x^jr^iï 
faudra  déterminer  les  trois  arbitraires  | ,  y? ,  p ,  au  moyeu 
des  trois  équations 

(*  — ^)*  +  (r— «»)*=r«;  {x^()dx  +  {y^n)dx  =  o', 
(x  — () £f«x  +  (j  —  «) d^x  +  dx*  -^dy*  =  o , 

ce  que  nous  savions  déjà. 

a"*"  Exemple.  Concevons  que  la  courbe 

soit  une  courbe  parabolique  dont  l'ordonnée  est  expri- 
mée par  une  fonction  entière  de  x,  de  sorte  que  Ton  ait 


Ji  =  «o  +  «iJPi  +a^x  ;  4....  -f-a,  .,x7-»-f-fl,_  ,x^ 


1 . 
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fen  prenant  Xt  pour  variable  indépendante,  on  trouvera 
j,'=  aa, 4-2.3.â3X,  +  . . .  etc., 


^^^,»-3)-.  ,  .2.3. . .  (/ï  — 2)flr«.,+  r  .a,3...  (/i_i)^„_^x,, 
/,"-")=:  1 .2.3. . .  (/ï  — .  l)û^c. 

En  substituant  dans  ces  équations  àj^|  ,^" . . .  j^,^""'^  les  dé- 
rivées jr\jr\  ...  jî'^'>  tirées  de  Téquation  d'une  courbe 
donnée F(x,j^)  =  o,  on  déterminera  les  constantes,  de 
manière  que  la  courbe  parabolique  ait  avec  cette  courbe 
un  contact  de  Tordre  n —  i.  On  obtiendra  très  simple- 
ment Téquation  de  cette  parabole,  en  éliminant  les  cons- 
tantes entre  les  n  équations  de  condition 

r^  =  -.-. ,  /'*= etc   /.    ... 

jri'^-O zzz  1.2.3...  (/i  — i)a._„ 

et  Téquation 

Pour  éliminer,  développons  le  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
(x,  —  x) ,  en  remarquant  que  Ton  a ,  quel  que  soit  m , 


m  m^i 


+  J'  —^  a--»(a..— j:)*  .  . .  +  (x.  — x)«. 
On  trouvera  ainsi 

««4-î»a,jr4-3«3X»...+(/i-iW_x,''-», 

H : — ; (^«— *)+ 


I.2.3...(/I— 2)tf„«a+l.i«3...(/l— lW„_,j? 

"^ -.2.3...  (/,-a) (^•-^)*"' 

I  .2.3...(/I— l)g,^  u-, 

"^      i,2.3...(ii— i)     v-^'—*^      ' 
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et  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition , 

1  I    •   Jl 

H ^—7 X  (J?.— X)— '  H ^-7 r  {x,—œY-\ 

i.2.3...(/i— a)  ^  '  i.5t.3...(/i— i)^  ' 

Telle  est,  sous  une  forme  très  simple,  Téquationdela courbe 
parabolique  du  degré  '/  —  i ,  qui  a  en  un  point  donné 
(a:,  /)  un  contact  de  Tordre/»— i  avec  une  courbe  donnée. 
On  parvient  encore  à  cette  même  équation  de  la  dm- 
nière  suivante  :  La  parabole  passant  par  le  point  {x^y)^ 
son  équation  pourra  se  mettre  sous  Informe 

et  pour  qu'elle  ait  un  contact  de  Tordre  n — i  avec  la  courbe 
F(a:,  j^)  =  o,  il  suffit  que  les  valeurs  de 

rfx/    dx\''    '   </x— ' 

correspondantes  à  x,  =  x ,  savoir  :  ^i ,  i .  aat,  . . . . , 
i.a.3 —  {n — a)  <r„_i,  i,a.3  . . .  (w  —  i)a«„,,  soient 
respectivement  égales  à  j^',  ^y'',  ...  y^""**^-,  on  aura  donc 


i.-a  i.a...(/i-a)  i.a...(/t-i} 

en  substituant  ces  valeurs  des  constantes  dans  Téquation 
de  la  parabole ,  on  retrouve  Téquation  déjà  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  /i  =  a,  la  para- 
bole osculatrice  se  change  en  une  droite  dont  Téquation  est 

et  représente,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  la  tangente 
au  point  (x,  y)  à  la  courbe  donnée. 

148. Considérons  une  courbe  plane  dont  Téquation  soit 
y=f(x).  Soient(^y.  37)  M^,  M  deux  points  pris  sur  cette 
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courbe  et  correspondants  aux  abscisses  x^^  x\  Taire  A 
comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  x  et  les  deux  ordon- 
nées yojj"?  ^»^  ^uie  fonction  de  Fabscisse  x  que  Ton  ne 
peut  détemuAQr  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  particu- 
liers, mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  différentielle. 

En  effet,  appelons  Ax  Taccroissement  attribué  à  la  va- 
riable X ,  Taccroissement  correspondant  AA  de  la  fonction 
A  représentera  l'élément  de  surface  renfermé  entre  la 
courbe,  Taxe  des  j:  et  les  deux  ordonnéesy*(x),y*(x4-Aj:). 
Si  d'ailleurs  f(x+9Ax)  et  /(ar-|-6,Aa:)  sont  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  deux  ordonnées  de  la  courbe, 
dans  l'intervalle  Ax,  Taire  A  A  sera  comprise  entre  les 
deux  produits 

et  par  suite  —— -  entre  les  deux  quantités 

/{x  +  6àx),    /{x'+e.àx). 

Or  à  la  limite  ces  deux  quantités  deviennent  égales  en- 
tre elles  etk  f  (x)  -,  on  aura  donc  aussi 

lim.  —  =  ^=  ±/(x)  =±rt 
àx         dx  ''^  '  -^ 

dA^z±  ydx. 

En  supposant  que  Taire  A  croisse  avec  Tabscisse  x,  on 
prendra  le  signe  -h  quand  Tordonnéc  y  sera  négative,  le 
signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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Usage  des  coordonnées  polaires  pour  la  détermination  de  la  tangente ,  do 
Parc  y  du  rayon  de  courbure  et  du  centre  de  courburo  d^uiie  courbe  plane. 


149.  Nous  prendrons  pour  coordonnées  polaires,  i*^  le 
rayon  vecteur  mcnéde  l'origine  au  point  quelconque  (x,  y)j 
rayon  vecteur  qui  sera  toujours  pour  nous  une  quantité 
jwsîtive;  s^Tanglffru  que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  J'axe 
des  X  positifs  ;  l'angle  u  sera  positif  lorsque  le  rayon  r 
se  sera  mû  de  droite  à  gauche ,  négatif  dans  le  cas  con- 
traire \  cet  angle  peut  d'ailleurs  acquérir  toutes  les  valeurs 
possibles.  On  a  généralement 

x=rcosa,     jr=irsiau. 

Pour  transformer  une  formule  quelconque  en  coordon-^ 
nées  polaires ,  il  suffira  de  substituer  dans  cette  formule , 
à  la  place  des  coordonnées  or,  y^  de  leurs  dérivées  et  de 
leurs  différentielles ,  leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux  équa- 
tions. 

i*'  Exemple  :  On  demande  de  déterminer  en  coordon- 
nées polaires  l'angle  r,  que  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque fait  avec  l'axe  des  x.  On  a 

du 
j  '  j  ,  j  tang  a -i- r  3- 
djr sm  a  or  4-  r  cos  udu ^   .  dr 

^  dx       cos  u  dr^^  r  sin  uda  rda  ' 

I— tangtt  — 

du         tamrr  — tansK 

r  —  =     7^ ^—  =  lang  (t—ii), 

dr       i+tangrtangtf  •        ^^         ' 
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donc 

,  .  du  ,  .         dr 

tang  (r —  tt)  =  r  — - ,     cot  (  r  — m)  ==  — r-, 
^  ^  *  dr  ^  '        rdu 

Si,  en  considérant  u  comme  variable  indépendante,  on  dé-» 
signait  par  r',  r"  les  dérivées  de  r  relatives  à  u ,  on  aurait 

tang  (r  —  u)  =  — ,  cot  (r  —  u)=-  — .  H  serait  facile  dès- 
lors  de  troaver  Téquation  polaire  de  la  tangente  et  de  la 
normale.  L'équation  polaire  d'une  droite,  qui  passe  par 
un  poini  dont  les  coordonnées  polaires  sont  i/q?  '*o9  et 
qui  fait  avec  le  demi-axe  des  x  positifs  l'angle  r ,  est 
r  gin  (u  —  t)  =  Tq  sin  (i/q  —  r).   En  effet,  si  dans  Té- 

quation  tang  r  =• =^,  on  substitue  pour  j:,j,Xo,j<^o» 

leurs  valeurs ,  on  trouve 

sin  r       rsin  u^^  r„  sin  iio 

tang  r  = =  — , 

^  ces  T       r  ces  u  —  To  cos  a© 

r  (sin  r  cos  u  —  sin  w  cos  r)  =  r^  (sin  r  cos  «o  —  sin  a»  cos  t)  , 

r  sin  {u — r)  =  r©  sin  (w©  —'»")• 

Cette  équation  est  susceptible  d'une  transformation  avan- 
tageuse.  En  effet,  on  a 

u  — T=  {u — Mo)  +(tfo — r), 
sin  {u — r) = sin  (u — Uo)  ces  («o  — •'■)+  «n  («o — r)cos(a —  «o)  9 

et  parce  que  r  sin  (a — T)  =  roSin(i/o — r), 

rsin  (u — u^)  cos  (a© —  r)  -f-r  sin  (uo — r)  cos  (a — Uq) = r©  sin  («o—  t), 
cos(ko — r)  rsin  (u  — w©)  =  sin  («© — »•)  ['"o  —  '"COS  («  —  «o)] , 

î—T ^-T — = r-7 .;=— cot(tto — r)=cot(T^-Wo); 

ainsi  l'équation  d'une  droite  qui  passant  par  un  point 
C"o9  ^o)»  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  r,  peut  se  mettre  sous 

,     ^  rcos(a — «o) — ro  ^  .  . 

la  lorme T-7 —: —  =  cot  (t  —  Ua)* 

rsin{u  —  «oj  ^  m 

T.  I.  18 
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Appliquons  ces  principes  à  la  tangente  à  une  courbe 
au  point  (m,  r)^  désignons  par  xa,  p  ses  coordonnées  cou- 
rantes*, sdn  équation  sera 

/icos(w  — a)— r  ,  .       dr        r' 

\— i-r— =cot(r— !*)=— -  =  -  ; 

P  sin  [v  — wj  ^  rdu       r 

telle  est  Féquation  polaire  de  la  tangente.   Pour  obtenir 
celle  de  la  normale,  il  suffit  évidemment  de  remplacer, 

dans  cette  équation ,  l'angle  r  par  Tangle  v  =  t  ±:  -;  on 

mm 

aura  donc,  en  désignant  par  u,  p  les  coordonnées  varia- 
bles de  la  normale , 

flCOs(» — u)  —  r  ,  .  du  r 

150.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  on  appelle 
sous-tangente  S^la  partie  OT  (Jig.  28)  de  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  OM,  comprise  entre  l'origine  et  le 
point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente  ;  et 
sous-normale  S„  la  partie  ON  de  cette  perpendiculaire 
comprise  entre  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  nor- 
male et  l'origine.  Les  longueurs  MT  =  T  et  MN  =  N 
seront  la  tangente  ût  la  normale. 

Pour  calculer  plus  facilement  ces  diverses  longueurs , 
appelons  a  l'angle  aigu  compris  entre  la  courbe  ou  la 
tangente  et  la  perpendiculaire  MP  au  rayon  vecteur  OM  ; 

a  sera  l'angle  compris  entre  le  même  rayon  et  la 

tangente ,  et  l'on  aura 

^  — -=±±:(» a), 

tane  «t  =  ±  cet  fr  —  a)  =  ±  — — -  :=  ± -—-  =:  it  — . 
^  ^  rda  du  r 

De  plus ,   comme  tang  a  sera  une  quantité  essentieUe- 


VUfQlVSIXliaifE    LEÇOH.  ^'jS 

ment  positive,  et  que  pour  de  très  petite^  valeurs  de  Au 

àr 
le  rapport  —  se  trouvera  toujours  affecté  de  même  si- 

gne  que  sa  limite  —  ==  r' ,   on  devra ,   dans  Téquation 

r' 
tanga  =  ±:--,  prendre  le  signe  +  si  le  rayon  r  croit 

avec  u,  et  le   signe — dans  le  cas  contraire.  Enfin,  en 
partant  de  la  valeur  de.  tang  a ,  on  trouve 

008  «  =  H ■  ,     sm  *  =  3;  — 7==- 

Cela  posé,  le  triangle  rectangle  OMT  donne 

tangOTM'         '      tang«  r'      "^    dr  ' 


cos  OTM  *  r'  cos  iat  ' 

Le  triangle  ON  M  donne  de  la.  même  manière 

MN  =  V/œn+ÔMÏ ,  N  =  yÇ^=  y/*î:g^\ 

151.  En  désignant  par  s  Tare  de  la  courbe  et  par  p 
le  rayon  de  courbure,  on  a,  comme  nous  l'avons  vu, 

I          ,    dx  d^y  —  dy  d*x 
ds^=zdx^  -{-dy'^      t-=± ^1 — . 

^  {dx*+  dy^y 

Si  l'on  substitue  dans  ces  dernières  formules  les  valeurs 
de  x^y^  tirées  des  équations 

afr±rcos'«,      yzzzrsOkU, 

18.. 
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on  trouvera,  après  les  réductions  effectuées, 

ds^=dF^+F^ du\  -=zk-^ ^--^ j^ — , 

^  (ûfr»-f-r  »€/«»}« 

et  Ton  en  conclut,  en  prenant  u  pour  variable  indépen* 
dan  te  « 


du 


f  (r'+r'»)^ 


On  abrège  considérablement  les  calculs  qu'entraîne  cette 
substitution ,  en  remplaçant  les  équations 

4r=:rcosiiy     j^=rsina, 

par  les  équations  équivalentes 

.      .•—  ui/^\  •>—  — »v/^ 

x+rK  — i=np  ,    X— -TK  — i  =  np 


En  effel,  en  prenant,  par  exemple,  u  pour  variable  in- 
dépendante, on  déduira  de  ces  équations 

dx-^dyX/'^'i  =(r'+rV/— l)e"      ^^  duy 

et  par  suite, 

déplus, 

sera  le  coefficient  de  V^ — i  dans  le  produit 


d:r*H-rfr*=<^"  =  «^«'('-*-4->''*),     ;T-[  =  r»  +  f'«; 


1 
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et  Ton  aura 

dxd^y  — dyd^x  =  {ir""  — rr"  -|-  r*)  du^, 

p=± 5 . 

♦ 

Si  Ton  cesssait  de  prendre  u  pour  variable  indépendante, 
on  trouverait,  par  cette  méthode, 

dx*+dx*  =dr*+r*du*y 
€ixd*jr~'djrd*x=:r^drd*u^-^dud^r)+{2,dr*'^r*du*)du,etc. 

152.  Soient  maintenant^,  m  les  coordonnées  rectangu- 
laires du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  (x,^) 
et  u^ ,  Tx  les  coordonnées  polaires  du  même  centre ,  liées 
aux  premières  par  les  formules  Ç  =  r,  cos  m„  rj  =  Ti  sin  m,  , 
on  aura,  comme  nous  avons  vu  (n^  134), 

y — X  __  Imf dx*  +djr^ 

dx  ^dy.      dxd^y^dyd^x^ 

et  Ton  en  conclura 

ydx-'^xdy  xdx-^ydy 

dx*+dy* 


dx  d*y  —  dy  d*x  * 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(jc+yn-^jjc^+y*)  ___    ^ — y^  _      dx^+dy* 
ydx'-^xdy  xdx-\-ydy      dx^y^^dyd^x 

U  reste  à  substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coor- 
donnnées  rectang;ulaires  ;  or  les  équations 

JP  +  7K— i=re  ,     x—yV—\^re  , 

^  4.  ^j  \/Z^  r=  (</r  +  rduy/^)e"^''' , 
dx  -^  dy  \/ — I  z={dr  —  rdui/" — i  j^"^**  , 
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donnent 

xf +j9=rr,co8(«,  — a),     x»+/»=:rS 
Xdx — xdx  =  —  r^dUf     xn — yi^=zrr^ûn{u^  —  il), 

x<fyç+ydxz=^rdry 

et  par  conséquent, 

r,  cos  (tf, —  tf)  —  r  __  r,  sin  (a,  — u)' 
^•^rdu  dr 


■~  r(drd*u^dud*r)-{-{'2dr*+r^da*)du 

Si  Ton  prenait  u  pour  variable  indépendante ,  on  aurait 
simplement 

,__.cos(ii.— a)=-8m(ii.— a}=:^^„_^^,,_^^. 


on  tire  de  cette  dernière  formule 

et  par  suite 

ou  bien 

r,sin(ui  —  »)  =±— ;===  p  =  ±psin*, 


\/r^r 


Ti  cos  (a,— II)— r  =  qz 


/a 

r 


--T===.  p  =  qp  p  cos  «. 


153.  n  serait  facile  de  parvenir  aux  équations  qui  don- 
nent le  rayon  du  cercle  oscillateur  et  les  coordonnées  po- 
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laires  du  cenire  de  courbure,  en  partant  des  principes  que 
nous  avons  établis  sur  le  contaot  des  courbes.  En  effet ,  le 
cercle  décrit  du  point  (m,,  r,)  çonvne  centre  avec  le  rayon 
pj  a  pour  équation 

r»  —  2r,rcos(«,  —  «)  +  rj  =  p*. 

Pour  que  ce  cercle  devionne  osculateur  d'une  courbe 
donnée  en  un  certain  point  pris  sur  cette  courbe ,  c'est-^à** 
dire  pour  qu'il  acquière  en  ce  point  avec  la  couribe  un 
contact  du  second  ordre,  il  faudra  que  non-seulement 
les  coordonnées  u  et  r,  mais  encore  les  différentielles 
du^  d^Uj  dr^  ^'r  conservent  les  mêmes  valeurs  relatives 
au  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à  la  courbe. 
Ëîi  d'autres  termes ,  les  valeurs  de  u^du^  d*Uj  r,  dr^  d^r^ 
^rées  des  équations  de  la  courbe ,  devront  satisfaire  à  l'é- 
quation du  cercle  osculateur  et  à  ses  équations  différen- 
tielles du  premier  et  du  deuxième  ordre.  D'ailleurs  ces 
trois  dernières  équations  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

[r,  sin(a  —  a,)]*  -f-  [r,  cos(tf  —  «,)  —  r}*  =  p*, 
rr^  sin (a  —  a, )  rfii  —  [r  cos (n  —  u,)  —  r]dr=:  o, 

On  en  tirera 


rco8(M— »,)—#'      I-,  sin(i<— a,)      __  (  [''i  8in(a-u,)p-»-L/iOOs(ii-u,)-r]'  }" 
rdu  dr  y/^^  ^  ^,^„3 

f r,sin(ii-a,)(;rf'i«-4-ada<ir)-[r,C06(ii-u,)-rX<iv-rAi«) 


W^dr»-+-r«A«^  ridrd^u  —  dad^r)  -+.  (adr»  4.  r*du*)du 

dr'*  H-  r  »  du* 


r  [drd  •u  —  dud*r)  -♦-  {idr*  -f-  r  *du*)du 


Cette  dernière  formule  contient  toutes  les  équations  que 
nous  avons  d'abord  obtenues. 

D  reste  '  à  montrer   quelques  applications  de  ces  for- 
niules  générales. 
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i*^'  Exemple  :  Spirale  d' Archimède ,  r=  au.  Si  Tod 
désigne  par  b  le  rayon  vecteur  correspondant  à  m^=  air, 
on  aura 

à  =  2»^  y      a  :=z  — ,      r  =:  —  a , 

et  la  spirale  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par 
une  mobile ,  qui ,  en  même  temps  que  le  rayon  vecteuF 
fait  une  révolution ,  parcourt  sur  ce  rayon  vecteur,  d'un 
mouvement  uniforme ,  une  longueur  b.  On  aura ,  dans 
ce  cas  particulier , 

r' =  û,  r"=ro,  tangst  =:cot(r  — a)  =  — , 

Pour  M  =  o, 

I  %■  a 

r=:o,  tane«  =  coti:=  tanga,  =  -  =  oo,  *  =  -,  ^=r,=  -; 

^  G  2  2 

pour  i£  =  ûc , 

tang  «  =:  o  9  a  =  Oy    tangfifi — m)=:-,    -  =  g,     r,  =  a. 

o      p 

On  conclut  facilement  de  ces  valeurs ,  i*^  que  la  Spirale 
d'ÂrcUmède  touche,  à  l'origine  des  coordonnées,  le 
demi-axe  polaire;  2®  que  pour  des  valeurs  croissantes  de 

u  l'angle  a  et  la  courbure  -  décroissent  indéfiniment,  tan- 

f 

dis  que  la  valeur  de  r^  croit  sans  cesse ,  mais  de  manière  à 
rester  comprise  entre  les  limites  -  et  a;  3^  que  pour  des 

2 

valeurs  très  considérables  de  i/,  le  rayon  n,  mené  de  Fori- 
gine  au  centre  de  courbure ,  est  sensiblement  égal  k  a  ei 
sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  r.  En  éli- 
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minant  a  entre  les  épations  qui  doûnent  tang(i£,  —  u) 
et  r^,  on  obtiendrait  Féquation  de  la  développée  de  la 
spirale  d'Archimède ,  développée  qui  est  elle-même  une 
nouvelle  spirale  o£frant  un  point  d'arrêt  correspondant 

aux  coordonnées  r,  =  -,  m,  =  -,  normale  eu  ce  point  au 

3  2  * 

cercle  décrit  de  Torigine  comme  centre,  et  qui,  en  s'^ 
loignant  de  ce  même  cercle ,  fait  autour  de  Forigine  une 
infinité  de  révolutions,  de  manière  à  s'approcher  déplus 
en  plus  d'un  second  cercle  concentrique  au  premier ,  et 
décrit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  cir- 
conférence et  la  nouvelle  spirale  qui  s'en  approche  ne  se 
rencontreront  jamais ,  on  peut  dire  que  cps  deux  courbes 
sont  asymptotes  Tune  de  l'autre. 
2~®  Exemple  : 

n  «* 

/         %      'ï       I        //f/iH-i)+a*       I 
taiic;«=cot(r — m)  =  -,     -=:  — ^ — • — ^— ^ , 

tang  «.— a  =M-|.  — ,     r  =-_J^i-J^-i-/,»^/ «««-»; 
pour  M  =  o , 


tang<i=:cotr=-,     «  =  -; 


pour  M  =  00 , 


tangâezro,     a  =  o,     tang(a, —  «)=-. 

On  en  conclura  que  la  courbe  touche  à  l'origine  le 
demi-axe  polaire,  et  devient,  pour  de  grandes  valeurs 
de  K,  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  r.  Dans  la 
même  hypothèse  les  valeurs  de  p  et  de  r^  correspondan- 
tes à  des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l'angle  u ,  seront , 
comme  cet  angle,  nulles  ou  infinies,  à  moins  que  /i=  i. 

3™"  Exemple  :  Spirale  hyperbolique,  ainsi  nommée  à 


>J 


r 


raison  de  l'analogie  de  son  équation  ru  ^=  a(a  désignant 
une  constante  positive)  avec  celle  de  Thyperbole  rappor- 
tée à  ses  asymptotes.  Elle  prend  son  origine  à  une  dis- 
tance infinie  et  forme  une  infinité  de  révolutions  autoor 
du  pôle  dont  elle  s'approcbe  indéfiniment,  mais  sans  Tat- 
teindre,  puisque  Ton  n'a  r  =  o  qu'en  attribuant  à  l'angle 
u  une  valeur  infinie.  On  a  dans  ce  cas , 

'  zzr  —  ~        r"  =  — 

,         .        I       I             u*        ï 
tang«  =z  —  cotfT— a)z=-,    -= r -, 

pour  u  =  o, 

I  w  I 

tang«  =  —  cotr  =  tangii,  =  -,     «=-,     P  =  '"i=-; 

pour  u  =  00, 
tang«  =  o^     «=o,     tang  (il, —  a;  =  -,     p  =  rt  =  o. 

De  ces  équations  l'on  conclut,  i*^  que  l'angle  a  est  sen- 
siblement droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  pour  de 
très  petites  valeurs  de  u ,  c'est-à-dire  dans  la  partie  de  la 
spirale  hyperbolique  qui  est  très  éloignée  de  Torigine  et 
se  confond  à  très  peu  près  avec  rasymptotej^:^a  de  cette 
courbe;  2**  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  l'angle  m, 

l'angle  a  diminue  sans  cosse,  depuis  a  =  -  jusqu'à  a  =  o. 

c'est-à-dire  que  la  spirale  tend  toujours  à  devenir  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur;  3**  que  le  rayon  de  cour- 
bure p  et  le  rayon  vecteur  du  centre  de  courbure  r,  dont 
les  valeurs  sont  d'abord  très  grandes  finirent  par  s'éva- 
nouir. En  éliminant  u  entre  les  équations  qui  donnent 
^^^gC'^i  —  ")  ®t  ^t  »  Oïl  obtiendrait  l'équation  de  la  déve- 
loppée qui  sera  une  nouvelle  spirale  s'approchant  aussi 
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indéfiniment  de  Torigine  sans  pouvoir  jamais  Tatteindre. 

4"'  Exemple  :  Spirale  logarithmique  u  =  Lr,  r=a*j 
r  =  e'*^''  (a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes 
représenté  par  la  caractéristique  L ,  base  que  nous  suppo- 
serons plus  grande  que  Tunité).  Pour  u  =  o,  on  a  r=i. 
Lorsque  Tangle  u  croit  positivement ,  r  augmente  de  plus 
en  plus.  Ainsi ,  en  partant  du  point  A ,  la  courbe  forme 
autour  de  Torigine  une  infinité  de  circonvolutions  et  s'é- 
loigne indéfiniment  de  ce  point.  Si  Fangle  u  croit  néga- 
tivement, le  rayon  vecteur  diminue  de  plus  en  plus  et  la 
courbe  s'approche  indéfiniment  de  l'origine,  sans  pouvoir 
jamais  l'atteindre. 

De  l'équation  r  =  e"'**  on  tirera 

r'  z=  r\a ,     r"  =  rUi», 
tangflc  =:cot(r  —  u)=:\a^ 


COSfli 

L'angle  a  est  donc  constant,  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente ,  et  par  suite  la  normale,  font  constamment  le  même 
angle  avec  le  rayon  vecteur.  De  plus,  pour  obtenirle  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  M ,  il  suffit  (fig^  29) 
de  mener  par  les  points  M  et  O  deux  perpendiculaires, 
Tune  OfJL  au  rayon  vecteur  OM,  l'autre  M|^  à  la  tangente 
MT^  Mfx  sera  le  rayon  de  courbure  cherché.  En  eflFet,  on 

a  Ma  = =  p.   Cette  construction   et  l'équation, 

9* 

p  =  montrent  que  ce  rayon  de  courbure  est  égal  à 

la  normale.  A  l'aide  de  cette  propriété,  on  démontrerait 
très  simplement  que  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  une  autre  spirale  logarithmique.  En  effet,  i4„  r^ 
étant  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  on  a 

u,=u  +-^        r,  =  S„  =  -/^  =  /  =  rlfl  z=  lae^^'; 
2  au 
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d'où  Ton  tîre ,  en  substituant  pour  u  sa  valeur  u  =  u^ , 

iai  «, )  \al  u, •--:—). 


3 


OU  en  posant  lae  =  e*, 

r^  —  e      , 

équation  d*ii;ne  nouvelle  Içgarithmique  que  Ton  décrirait 
en  faisant  tourner  la  première  autour  de  Torigine,  de 
manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  direct  ou  de  droite  à  gauche,  un  angle 

égal  à y  (à  étant  égal  à  la).  On  serait  parvenu  au 

même  résultat  en  partant  des  équations  faciles  à  établir 

r,  8in(tt,  —  ii)=r'=-,     r,  cos(ii,  —  a)  =  o, 
d'où  Ton  conclurait 

ttj  =  tti  H — ,  r,  =  rlfl  j  etc. 

154.  Terminons  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  rem- 
ploi des  coordonnées  polaires,  en  cherchant  la  différen- 
tielle du  secteur  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  quelconques.  Pour  cela  considérons  le  secteur 
OAM  =  S  (fig»  3o)  décrit  par  un  rayon  vecteur  que  nous 
supposons  se  mouvoir  de  telle  sorte  que  le  secteur  S  croisse 
en  même  temps  que  Tangle  u  ;  S  sera  une  fonction  de  u 
que  Ton  ne  peut  déterminer  généralement,  mais  dont 
on  peut  trouver  facilement  la  différentielle.  En  effet, 
donnons  à  u  un  accroissement  Au ,  le  secteur  prendra  un 
accroissement  AS  =  OMm.  Du  point  O,  avec  les  rayons 
OM ,  Om ,  décrivons  deux  arcs  de  cercle  MM',  mm\  En 
supposant  que  Faccroissement  Au  soit  assez  petit  pour 
que  dans  rintervalle  de  u  à  m-|- Am,  le  rayon  vecteur  ait 
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constamment  crû  ou  diminué,  Taccroîssement  AS  sera 
compris  entre  les  deux  secteurs  circulaires  MOM',  mOm! 

ou  entre  les  deux  quantités et  (r + Ar)'  — .  Le  rap- 
port —  sera  donc  aussi  compris  entre  les  deux  rapports 
—  et qui,  à  la  limite,  sont  tous  deux  égaux  à 


r* 

~.  Donc 

a 


lim.  —  =  ---=:  —  ,     ob  =r , 

Aie       atf       a  a 


n  est  évident  que  si  le  secteur  décroît  quand  Tangle  u 

augmente ,  on  aura 

•            r*du 
i/S=—- . 

Si  Ton  voulait  avoir  en  coordonnées  rectangulaires  la  va- 
leur de  dS,  il  suffirait  de  remarquer  que  les  formules 

a?+jK — i=/w  ,      X — y\y — \=re  , 

^    ■ 

donnent 

xdy'-^ydx^zz  r^dm^ 

donc 

I  2 

Cette  équation,  comme  Téquation  rfS  = ,  suppose 

que  le  secteur  augmente  ou  diminue  en  même  temps  que 
Fangle  u;  autrement  on  aurait 


dS 


r^du -     xdy^ydx 
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eudifféreutlaul^ 

du  du  •  du 

-dx+-djr+-^dz  =  0, 

dp    ,  dp   .         'dp  , 

-dx+-dx  +  -dz:=o, 

d'où  Ton  tire,  en  éliminant  tour  à  tour  dz^  dy^  dx^ 

dx  4^  ds 

dudv       duth      du  dv      du  dv      dudv       dudv^ 
4y  ds      dedjr      dsdx      dx  dt      dxdjr       dy  dx 

C08< cosC  cot>> 

dudv      du  dv       dud»       du dv^  du  dv       dudv 
4raff       d!ff4r       «i^dlr       <£r<ls       dx  djr      dj  dx 

^-^  ' 

^/fdudv       dudv\*      fdud»     dudv^*      /du^  ^du  ^\** 

et  les  équations  de  la  tangente  et  du  plan  normal  de- 
viennent 

^  du  dv       du  du       du  dv       du  dt>  '~^  dudu       du  dv^ 
dr  dM       dzdy      dt  dx      dxds       Ibc dy       dj dx 

(du  du       dudv\  s.         .        fdudv        dudv\  ,  . 

U  s  -  s  *;  j  «-'> + U  Si  ~  sis)  ^'' "•"' 

.    fdudv       du  dv\ 

Les  dénominateurs  ou  les  coefficients  de  |. —  jc,  r, — jf 
Ç  —  z  se  forment  très  simplement,  en  écrivant  sur  deux 
lignes  les  quantités 


du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx' 

dy' 

dz' 

dx' 

dy' 

dz' 

dp 

dp 

dp 

dp 

dp 

dp 

dx' 

dy' 

dz' 

dx' 

dy' 

Tz' 

partagées  en  trois  groupes,  et  multipliant  en  croix. 


I 
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Si  dans  les  deux  équations  différentielles 

du  .    ■      du  ^     .    du.j 
dx         ^    dy  ^         dz' 

d9  dp  dv 

—  dx  -A dr  -A dz  z=:  o, 

dx        ^  df  -^  ^  dz  ' 

on  substitue,  pour  d!r ,  dy^  dz^  les  quantités  proportion- 
nelles Ç  —  x^Yi  — y,  Ç — -^  î  $?  'J»  ?  étant  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  tangente ,  on  a ,  pour  les  deiut 
équations  de  cette  ligne , 

Ces  équations  représentent  deux  plans  qui  ont  la  ungente 
pour  commune  intersection. 

Si  Tune  des  équations  de  là  courbe,  u  =  o,  par  exem- 
ple ,  ne  renfermait  que  deux  variables  x ,  y,  elle  représen- 
terait la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xjr^  et 
l'équation 

•  du  »  du 

représenterait  à  la  fois  et  la  projection  de  la  tangente  k  la 
courbe  dans  l'espace,  et  la  tangeiite  à  la  projection^  et 

conmie  le  plan  des  xy  est  quelconque,  on  en  conclurait 
généralement  que  la  projection  de  la  tangente  à  ime  courbe 
quelconque  sur  un  plan  donné  se  confond  toujours  avec  la 
tangente  à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  même  plan. 
Ce  théorème  résulte  d'ailleurs  évidemment  de  la  délini- 
tion  même  de  la  tangente,  puisque  les  tangentes  à  la  courbe 
et  à  sa  projection  sont  les  limites  dont  s'approchent  indéfi- 
niment la  sécante  et  sa  projection.  . 

On  appelle  plan  tangent  à  une  courbe  donnée  un  plan 
T.  I.  19 
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quelconque  passant  par  la  tangente  ;  il  en  existe  donc  une 
infinité,  et  en  appelant  généralement  /,  m,  ra  les  angles 
que  la  perpendiculaire  à  Tun  quelconque  de  ces  plans  fait 
avec  les  axes ,  il  sera  réellement  tangent  si  Ton  a 

cos/cos« -f~coftin  cosf -^*  cosff  coso' :=  o. 

157.  On  déterminera  avec  facilité  les  asymptotes  d'une 
courbe  tracée  d^une  manière  quelconque  dans  Tespace, 
soit  en  remarquant  que  ces  asymptotes  auront  pour  pro- 
jections sur  les  plans  âes  coordonnéies  les  asymptotes  des 
projections  de  la  courbe ,  soit  en  observant  que  si 

y.  =  mx  +  /?,     2  =  /m:  +  9, 

j  sont  les  équations  de  ces  asymptotes,  les  valeurs  dey  et  de  z 
tirées  des  équations  de  la  courbe  donnée  pourront  se  met- 
tre sous  la  forme 

y  =z  mx  +  p+  hy     z  =  njr  +  ^+i, 

h  et  i  se  réduisant  sensiblement  à  o  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  x.  D'où  Ton  tire  évidenmient 

m=:lim.-,     /i  =  liin. -, 

X  X 

p  =  lim.  (x  —  wix),     q  =  lim.  {z  —  nx). 

Ainsi,  pour  calculer  les  coefficients  m  et  /i,  il  faudra 
poser  dans  les  équations  de  la  courbe,^  =  sx^  z  =  iX'^ 
puis  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergent les  variables  sett^  tandis  que  la  valeur  de  x  croît 
indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  m  et  n ,  on  obtiendra 
pet  ç  en  posant 

y  —  mx  =  *i ,     z  —  Itr  ==  /, , 

et  cherchant  les  limites  de  j,  et  de  t^, 

Le  calcul  qui  précède  donnerait  seulement  les  asymp- 


J 
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totes  non  parallèles  au  plan  des j^z  ;  mais  en  changeant 
entre  elles  les  coordonnées  x  ety,  on  obtiendraitles  asymp- 
totes non  parallèles  au  plan  des  zx  ou  au  plan  des  zjr^  etc. 
Les  points  d'arrêt  ou  de  rebroussement,  les  points  sail- 
lants, les  points  multiples,  en  général  les  points  singuliers 
d'une  courbe  tracée  dans  l'espace,  ont  ordinairement  pour 
projections  sur  chacun  des  plans  coordonnés  des  points 
qui  offrent  les  mêmes  singularités ,  mais  qui ,  parce  qu'ils 
appartiennent  à  imc  courbe  plane,. projection  de  la  courbe 
donnée,  seront  facilement  déterminés  à  l'aide  des  méthce 
des  déjà  exposées. 

applications. 

158.  i*'  Exemple  :  L'ellipse  produite  par  l'intersection 
du  cylindre  à  base  circulaire  m  =  x'  +  ^'  — R*  =  o  et  du 
plan  î^  =  Ax  -4-  B)^  4-  Cz  =  o.  On  trouvera 

dx        dy  dz  , 

C08«        cosC  COSy  _,  C 


X         — X      I 


VI 

Les  équations  de  la  tangente  seront 

OU 

^{f— ^)+r(«f— 7)  =  o,A{f— x)+B(i,— ^)  +  C(Ç— z)=o, 
ou  enfin 

xt  +X1  =  R%     Af  +Bn  +  GÇ  =  o. 

Ces  dernières  équatioi»  représentent,  comme  on  devait 

19- 
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s'y  attendre ,  la  tangente  aU  cert;lc  base  du  cylindre  v  et  le 
plan  même  de  la  courbe. 

L'ëqoation  du  plan  normal  sera 

C(fr  — i»à:)  +  (Bx— Ar)(Ç  — «)  =  o. 

a"*  Exemple  :  La  courbe  produite  par  Fintersection  du 
cône  droit  a:*+/"=R*'^',  et  du  plan  Aj:-<-B7^-4-Cz=o. 
Les  équations  de  la  tangente  seront 

arf-J-f^  =  R>«Ç,     Af +  B9  +  CÇ=:o; 

Celles  du  plan  normal 

C  (fr — f^)  +  (Bf — Ai,)R*s  +  (Bx— Ar)  (Ç  —  »— R*s)=  o. 

Les  équations  de  la  tangente  représentent ,  comme  on 
pouvait  le  prévoir ,  deux  plans  :  le  plan  de  la  courbe  et 
un  plan  passant  par  Torigine  et  le  sommet  du  cône* 

a™'  Exemple  :  La  courbe  intersection  de  la  apbère 

et  du  cylindre  droit- 

(ic  —  4.ïl)*+s*=:|R»,  ou  ar»—Rx+»»=0, 

dont  la  base  est  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  rayon 
de  la  spbère.  Cette  courbe  a  pour  projection  sur  le  plan 

des  Xfj  la  parabole 

/•  =  R(R  — :r); 

sur  le  plan  des  zx^  le  cercle 

• 

sur  le  plan  des  jrz ,  la  lemniscate 

La  tangente  à  la  courbe  proposée  aura  donc  pour  pro^ 
jcctions  les  tangentes  à  la  parabole ,  au  cercle  et  à  la  lem- 
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discale^  c'est-à-dire  les  trois  droites 

jf,-|-iRf  =R(R— ijf), 

R'sÇ  — (R»  -  2j'>)r'»=r*- 
L'équation  du  plan  normal  peut  être  mise  sous  la  forme 


X 


et  Ton  reconnaît  qti'il  contient  le  rayon  mené  de  l'ori- 
gine au  point  (jx^y). 

3"*  Exemple  :  Thélice.  Considérons  un  cylindre  droit 
dont  la*  base  sur  le.plan  ocy  soit  le  cercle      . 

•  « 
et  dans  ce  cercle  un  rayon  mobile  qui,  supplique  d'abord 
sur  Taxe  des  x,  tourne  indéfiniment  autour  de  l'origine 
avec  un  mouvement  direct  qjçl  rétrograde ,  c'est-à-dire  de 
droite  à  gauche,  ou  de  gauche  à  droite,  et  soit  u  l'angle 
variable  décrit  par  le  rayon  pris  avec  le  signe  H-  ou  avec 
le  signe  — ,  suivant  que  le  mouvement  est  direct  ou  ré- 
trograde. Si  maintenant ,  à  partir  de  l'extrémité  du  rayon 
mobile ,  on  porte  sur  la  génératrice  du  cylindre ,  dans  le 
sens  des  z  positifs  lorsque  u  sera  positif,  et  dans  le  sens 
des  z  négatifs  lorsque  u  deviendra  négatif,  une  longueur 
proportionnelle  à  l'angle  ii,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
à  l'arc  ±1  Ru  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle,  et  re- 
présentée en  conséquence  par  im  produit  de  la  forme 
±:  aRu,  a  désignant  im  nombre  constant,  l'extrémité 
de  cette  longueur  décrira  une  courbe  à  double  courbure , 
appelée  hélice,  et  dont  il  est  facile  d'établir  les  équations 
et  les  propriétés.  En  effet,  soient  x^y^  z^  les  coordon- 
nées de  cette  extrémité  ou  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe ,  on  aura  évidemment 

J7  =  Rcostf,     j=:Ksiai«,     z=^2Rtt, 
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et  Ton  en  conclura  « 

d^r  =  — •Rsintt^^a,     djrz=Kcosudu^     dz-=  aKdui 

ds^  =zdx*  +  dx*  +  dz*=zdu^  (l+a*); 
dx  siau  ^      dr  cosu 

COS«=j-= j==y     cosg=-r-=        — =^ 

ds  1/7+^  ds         V^i+a» 


cosy  = 


et  il  résulte  évîdemmeMt  de  la  dernière  de  ces  équations , 
que  Fangle  y  formé  par  la  tangente  à  la  courfïe  avec  Vaxe 
des  z,  et,  paç  suite,  avec  la  génératrice  du  cylindre,  est 
un  angle  constant.  En  vertu  de  cette  propriété ,  la  courbe 
se  développera  en  ligne  droite ,  quand  on  développera  le 
cylindre  dont  elle  fait  partie.  On  trouvera  de  plus ,  pour 
les  équations  de  la  tangente , 

—  sinw         costt  a     ' 

et  pour  l'équation  du  plan  normal , 

(«»—/)  costt  — (f  —  x)sini*  +  a(Ç  — z)  =  o. 

L'équation  z  =  a'R  arc  tang  -  représente  la  surface  hé- 

liçoïde  engendrée  par  une  droite  qui  reste  toujours  com- 
prise dans  un  plan  mobile  perpendiculaire  k  Taxe  des  z , 
qui  rencontre  cet  axe  au  même  point  que  le  plan ,  et  qui 
tourne  autour  du  point  de  rencontre ,  de  manière  à  dé- 
crire, dans  le  plan  mobile,  des  angles  proportionnas  aux 
distances  parcourues  par  le  point  dont  il  s'agit.  Cette 
même  surface  coupe  évidemment  le  cylindre,  suivant  deux 
hélices  dont  les  points  correspondants  se  trouvent  situés 
à  égale  distance  de  l'axe  des  z,  sur  la  droite  généra^icede 
la  surface. 
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Du  plan  osculateur  d^une  courbe  quelconque.  ~  De  la  normale  principale. 


159.  On  appelle  plan  osculateur  d'une  courbe  quel- 
conque en  un  point  donné ,  le  plan  qui  contient  les  deux 
tangentes  menées  à  ce  point  et  à  un  point  infiniment  voi- 
sin ,  ou  le  plan  qui  passe  par  deux  tangentes  consécutives , 
ou  enfin  le  plan  qui  passe  par  trois  points  infiniment  voi- 
sins. En  partant  de  ces  définitions,  on  trouvera  facilement 
l'équation  du  plan  dont  il  s'agit. 

i^^  Méthode.  Désignons  par  Xj  y^  z,  les  coordonnées 
du  peint  de  la  courbe  ;  par  a ,  6 ,  y ,  les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  tangente  en  ce  point  \  par  | ,  yj ,  ^,  les  coordon- 
nées de  Tiui  quelconque  des  points  du  plan  osculateur^ 
par  /,  m,  n,  les  angles  inconnus  que  fait  avec  les  axes  la 
perpendîcidaire  à  ce  plan.  Son  équation  sera 

(Ç— x)co$/-f-(jf  — /-joGS/w  +  (Ç  — s)cos/i  =  o. 

Ce  plan  devant  passer  par  la  i*^*  tangente ,  et  par  une  tan- 
gente très  voisine ,  qui  fera  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  seront 

CM«+ACOS«l=COfticH~^00Sil.(l  +i')> 

CD» C-t- A cosC=  cosS+rfcos(? . ( I  -h  0> 
cosy-l- Acosy =cosy+r/cosy  .(l +1''), 
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(e',  e"y  fT  étant  des  quantités  très  petites),  on  aura 

COS«  COS/-|~COsC  C0S/7t-{-C0Sy  COS/i:=  Oy 

[cosai+</cosce.(i  +  /)]cos/4-[cosC+</cosC.(i+i'')]cosiii 

+[co8y+ ef  cosy.  (i +  1*')]  cos/i  =o, 

ou,  en  réduisant  et  supposant  que,  la  seconde  tangente 
devenant  infiniment  voisine  de  la  première,  les  quantités 
e',  «"j'e*,  s'évanouissent, 

cosfiecos/-|-cos^<S6si7i  +  cosYCOS/i  =0, 
€/cos«.cos/+  e/cosC.cos/7i-{-€/cosy.côs/i=  o. 

On  tire  de  ces  deux  équations,  jointes  à  Téquation  connue 

ces*/  +  cos*/w  +  COS'il  =  I, 

COS  l  CO8  M  006  • 


cosCt'cosy.-cosyif  cos  C    cos^ifcos  «t-cosKifcosy    cos  »â  cos  C-cot  Cicot  « 

Les  valeurs  de  cos/,  cos  m,  cosn,  et  par  suite  Téquation 
du  plan  osculateur,  se  trouveront  ainsi  complètement  dé- 
terminées. Comme  on  a 

dx  M      dy  dz 

COS#  =  -;-,       COSC=-7-,       COSy=-r- , 

d$  ds  ds 

les  équations  qui  précèdent  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

CO8  l  C08  m  cos  n 


dyd^'-dsd^      dsd^^dxd^      dxd^^dyd^ 
''     ds  ds.  ds  ds  ds  ds 


En  prenant  Tare  s  pour  variable  indépendante,  on  aurait 

I    ,d!r d*x        I     .df d^y         i        dz d*z 

ds    ds'^ds^^     ds      Ts'^'dF^      ds      ds'^'ds^' 
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et  par  suite 

cos/  cos/n         C09/I 

iixd*z-~^dzd*x       dzd*X'-^dxd*t       dxd^y-'^dy'd^x 
_  ±1» 

""  \/{dxd*Z'^dzd^xY+[dzd^x—dxd*zY'\'  {dxd^y^-^yd^xf* 

On  a  de  plus 

{dyd  *z—<h4yy+{dzd*x^dxdHy  +  {dxd^y — dyd  »ar)» 

=  \dx^  +  rfr»  +  ^»)[(rf*x)*+(rf«/)«+  {d^zY\ 

—  {dxd^x  +  rfrrf*r  +  dtd*i^^\ 

on  a  d'aiUeurs,  puisque  5  est  variable  indépendante, 

dir*+€(r*  +  d!3*=:d>»,     dxd^x  ^  dyd^y-^-dtd^z  z=,Oy 

on  aura  donc  enfin 

cos/  cosm  cosw 

dydH'^dzd^y      dzd^X'-^dxd>z      dxd^^^dyd*^ 

I 


ds  \/^{d*xy+{d^yf+{d^zY* 


Si  Ton  cessait  de  prendre  Tare  ^  pour  variable  indépen- 
dante, on  aurait 

dyd  ^  —  dzd^ = ^  {dy{dsdH^dzd^sy^dz{dsd^y—dyd^s)] 

=  -r-  {dyd  *«  ""-dzd^y) ,  • 

d«c  d^        I    . 

ifsi/  — — «  dxd  —  zz:  —  (dzd^x  "*-  cir^/'z) . 

dxd^—dyd^  =  ^  {dxd^y  —  dyd^x), 

L^éfjuation  dx^  -4-  dy"^  -4-  rfz'  =  r/y'  donnant  d'ailleurs 
dxd^x  +  dyd*y  +  r/z^'z  =:  dsd*s, 
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on  trouverait 

cos/  cos/it  cos/i 


dxd^z  —  dsd*x       dzd^X'^dxd^z       dxd^y — dyd^x 

I  I 


Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  x  pour  yariaUe 
indépextdante ,  et  où  Ton  désigne  parj^\  ^^Jf^t  ^'x  les  dé- 
rivées de  j^  et  de  ^  du  premier  et  du  second  ordre ,  on  a 


cos/  cos  m     cos/i 


Les  angles  /,  m,  n  étant  ainsi  déterminés,  Inéquation 
du  plan  osculatettr  deviendra 

(f — a?)  {dfdH—dzd^y)-^{n—y){dzd*x — dxd^z) 

+  (Ç— s)  {dxd^y^djd^x)  =  0, 

ou ,  en  preQ«uu  jc  pour  variable  iadépendante , 

2°*  Méthode.  Soit  toujours 

(f — ^)cos/+(v— 'j)cos/w  +  (Ç— .a)cos/i  =  a  =  o 

Téquation  cherchée  du  plan  osculateur.  S'il  doit  passer*pai 
deux  autres  points  infininieiàt  voisms  du  point  (j:^/,')* 
son  équation  u  =  o  devra  être  vérifiée  quand  on  y  rem- 
placera x^j\fZ  par 

07  +  Ax,    /4-Ay,    z  +  ùkZy 

et     J?  +  2AJ?  +  A*ar,    J +.2A^  +  aA'j  ,    Z  ^-2  A2  +  A':, 

on  devra  donc  avoir  non-seulement  Au=±  o,  du  =  o, 
mais  encore  A'm  =  o,  <3pa  =  o  :  on  a  d'ailleurs  évidem- 
ment 

du:=.  dx  cos /+  dy  cos  m  -f-  rfz  cos  n  , 
//*«  =  d*x  cos  /  •+-  rf'y  cos  m  -f-  rf*«  cos  n  ; 


•  • 


VIIfGT<*HUITlÈME  leçoh.  %Qg 

on  «ixra  donc  nécessairement 

dx  cos  /  +  djr  cos  ni'^  dz  cos  /i  =  o , 
d*x  cos  /  +  d*jr  cos  m  -f-  d*z  cos  /i  =  o, 

et  Von  tirera  de  ces  dernières  équations  les  valeurs  déjà 
calculées  de  cos  m  ,  cos  n ,  cos  /. 

160.  On  appelle  normale  principale  d^une  courbe  en 
un  point  quelconque  (a:,  ^,  z),  celle  des  normales  à  la 
courbe  qui  se  trouvé  dans  le  plan  osculateur.  Dès-lors  on 
voit  c[ue  la  normale  principale  est  Tintersection  du  plan 
normal  avec  le  plan  osculateur.  En  appelant  i,  fx,  v  les 
angles  qu'elle  fait  avec  leç  axes ,  g ,  >? ,  Ç  les  cordonnées 
de  I^un  quelconque  de  ses  points,  ses  équations  seront 

cos  A         cos  fA       cos  f  ' 

mais  elle  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  la 
nonnale  au  plan  osculateur  qui  font  avec  les  axes  des  an- 
gles dont  les  cosinus  sont  proportionuels  aux  quantités 

dXf     djTf     dzy 
dy  d^z-'-^dzd^j ^     dzd^x^^dx  d^z,     dxd^y  — dyd*x\ 

on  aura  donc 

cos  A  d[r  -f-  cos ^ dy  -(-cos  v  dz-zs.  o^ 

cos  x{dyd*z  —  dz  dy)  +  cos/*  (dz  d*x  —  dx  d^z) 

-j-  cos  f  {dxd*y  —  dy  d*x)  =  o> 

d'où  Ton  tire,  en  éliminant  d'abord  cos  v, 

cos A(d:a?  »  dy  —  dx  dyd »x — dz  dyd^z  +  dz^dy) 
—  co&fé(dz*d*X'^dzdxd^z -^dxdy  dy+  dy*d*x)  =  o, 
cos  A[(d:a;»  +  dz*)  dy  — dy(dx  d*x  +  dzd^z)] 
—  COS^[{dz*+dy*)d*x  —  dx  {dz d*z  -^ dy  dy)]=:  o; 

mais  les  équations 

rfr*+  dy*  +  dz*  =:ds^,    dx  d^x  +  dy  dy+dzd*z'=zdsd^s , 
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donnent 

* 

dz*+df^=ds^ — dx^y     dzd^z  +  dydy=dsd^s — dxd*xi 
donc 

COSX[{ds*  —  dx*)d*x  —  dx{ds  d*s — df  d*x)] 

— cos/*  [{ds  *  —  fltr")  d^x  -^dx{ds  d*s  —  dx  d^x)]  =  o , 


COSA 


COS/« 


dsd^X'^dxd^s       dsd^x^-^dyd^s 

En  éliminant  fx  on  aurait  trouvé  de  même 

COSA  cos» 

dsd>x     dxd^s       dsd^Z'^dzdH  ' 

on  aura  donc  définitivement 

COSA COS/K  CflSr 

dsd^x^dxdU  ""  dsd*y — d^d^s  ""  dsd*z  —  dzdU^ 

équations  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

COSA COS^ COS  » . 


4  4  '%     s/W^Î^W^^' 


ds 


\/{ds  d^x  -dxd*sy+  {dsdy-dxd^sy+{dsd^z-dz  c^x)* 
La  quantité  sous  le  radical  est  évidemment  égale  à 

ds*  [d*xy+  (rfy)*+(^«)*]+  {d*sy  {dx*  +  dx*+  dz*) 

^^2ds  d*s[dxd*x+  dyd^f  -(-d!w/*»J, 

ou  à 

ds  »  [  (rf»x)»+  {d*xy+  {d*zy+  (rf»5)»—  2  (</»5)'] 

=ds*[(d*xy+{d*xy+{d*zy—{d*sy], 
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on  aura  donc  définitivement 

cosA       cos/*       cos»        .  ds 


cos/6 cos  f . 


d—        d^        d—  V{d*xY+{d^xYMdHY^(d*sY  ' 

ds  ds  ds 

et  les  équations  de  la  normale  principale  seront 

î — X  __  n — X  __  Ç — g 

d^  ^  d^   "  d— 
lis  ds  ds 

Quand  on  prend  Tare  s  pour  variable  indépendante ,  les 
équations  qui  précèdent  se  réduisent  à 

cosA     •  cos^       cosr       _,  I 


d*x        d^x        d^z  \/{d^xY  +  {d^xYM^^*Y' 

i — X »— j^ Ç  —  z 

d*x  ~"    d*x  ~"    d*z  * 

161 .  Au  lieu  de  définir  directement  le  plan  osculateur, 
pour  déterminer  ensuite  la  normale  principale  k  Taide  du 
plan  osculateur,  on  aurait  pu,  avec  M.  Cauchy,  définir 
d'abord  la  normale  principale  pour  en  déduire  le  plan  os- 
cnilateur  en  procédant  comme  il  suit. 

Lemme.  Étant  données  deux  courbes  qui  se  touchent, 
si,  à  partir  du  point  de  contact,  on  porte  sur  ces  courbes, 
prolongées  dans  le  même  sens>  des  longueurs  égales  mais 
très  petites ,  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes.  • 

Démonstration.  Supposons  que  les  longueurs  ^ales 
portées  sur  la  première  et  la  seconde  courbe,  à  partir 
du  point  de  contact,  aboutissent,  d'une  part,  au  point 
(or, y,  z)j  de  l'autre  au  point  (|,  >?,  Ç)  ;  soient  de  plus  5,  a 
les  arcs  renfermés,  i^  entre  un  point  fixe  delà  seconde 
courbe  et  le  point  {x^y^  z)i  a®  entre  un  point  fixe  de  la 
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seconde  courbe  et  le  point  (Ç ,  19,  Ç) ,  tandis  que  les  ordon- 
nées Xyjr^  z,  jj,  y),  Ç varieront  simultanément,  la  diCfé- 
rence  s  —  a  restera  invariiBd)le ,  puisque  les  petites  lon- 
gueurs portées  sur  les  deux  courbes  sont  par  hypothèse 
égales  entre  elles  ;  on  aura  donc 

T' —  S  =  const. ,   «•  =  ^  +  const. ,    da-zrz  ds ,   da^  —  d!y*  =  o, 

di*  +  d9i*  +  d^*  —  dx^ -^  dy^  —  dz*  —  Oy 
{di  -Hir) {di—dx)+{dn+dy){dn—dy)+{d}!,+dz){di:^dz)- o. 

Soient  d'ailleurs  a,  6,  y  les  angles  que  forme  avec  les  axes 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  prolongée  dans 
le  même  sens  que  les  axes  5.et  a^  (^  la  longueur  de  la  droite 
menée  du  point  ($?>?»  Ç)  ^^  point  (x,  y^  z)  \  enfin  ,X,  fi,  v, 
les  angles  que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  on  aura 

dx di dx^di  dy dn dy-^dn 

cos«-.^-^-^^q-^,     cosG_— -  — «^-^, 

dx       dC      dz+dC 

cosy  =  —  =  — ^ ■ — -i 

ds        dç-       ds  -l-€/r 

f  =  v/(e-xy  +  {n-ry+{^-zy; 

COSA  =  -— j— ,      cos/«  =  —j — ,     cos»  =:  — j-  ; 

ces  trois  dernières  fractions,  quand  la  longueur  i  sera  très 
petite,  seront  sensiblement  égales  auix  quantités 

d(~-^€lx       dn^-^djr       dl^^-^dz 

^  di^     '         di^      '         dl     ' 

de  sorte  que  Ton  aura  sensiblement 

di — dx  dn^^dy  dC^-^dz 

Dès-lors,  si  dans  réquation 

(df-Mx)(dr— rf«)+(rf,-H/r)(</i»--rfr)+K+*)(rfÇ— *)=o, 
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on  met  à  la  place  des  trois  sommes  les  quantités  propor- 
tionnelles cos  a,  cos6,  cosy,  et  à  la  place  des  trois  diflfé- 
rences,  les  quantités  également  proportionnelles  cos)., 
cosfA,  cosv,  on  aura 

cos  fit  cos  A  +cosC  cos^  -f-  cos  y  cos  F  i=  o, 

et  cette  équation  exprime  bien  que  la  droite  menée  du 
point  (a:,  y,  z)  au  point  (|,  19,  Ç),  est  sensiblement  perpen- 
diculaire à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

162.  En  remplaçant  dans  le  lemme  qui  précède  la  se- 
conde courbe  par  la  tangente  à  la  première ,  on  obtiendra 
le  théorème  suivant  :  Si,  à  partir  d'im  point  donné  surime 
courbe ,  on  porte  sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente  pro- 
longées dans  le  même  sens  des  longueurs  ^ales  et  très  pe- 
tites, la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  longueurs 
sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente.  Cette 
normale,  qui  mérite djètre  remarquée,  est  précisément 
celle  que  nous  aurions  pu  appeler  à  priori  normale  prin- 
cipale. Pour  fixer  sa  direction ,  appelons  i  la  longueur 
portée  sur  la  tangente  et  sur  la  courbe,  et  substituons  à 
I,  y?,  Ç,  leurs  valeurs 

f  =  ar+«cosfle,     jf=j  +  icos^,     Ç=:a-|-«cosy, 

dans  les  équations 

dt — dx  dn^^df  dC'^^dz 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

cos  A  eos^  cos» 


# 


tK^^^dx       dn-^dy       dJ^^^dz* 
on  trouve  de  cette  manière 

cos  A  COS/6  cos»  COSA  COSM         COS» 

— — —     ^T^  *  — '   ___^__  Qll  __  —   _— Jl—    — —    ^_— _  • 

dco&n       rfcos»       €fcosy'  ,dx  dy  dz  ' 

ds  ds  ds 
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or  ces  dernières  équations  prouvent  bien  que  la  normale 
en  question  coïncide  effectivement  avec  celle  qui  est  si^ 
tuée  dans  le  plan  osculateur* 

Après  avoir  ainsi  défini  d'abord  la  normale  principale^ 
on  obtiendrait  immédiatement  Téquation  du  plan  oscula- 
teur,  en  le  définissant  un  plan  qui  passe  à  la  fois  par  la 
tangente  et  la  normale  principale.  En  effet ,  si  Ton  ap^ 
pelle  /,  m,  n  les  angles  que  la  perpendiculaire  à  ce  plan 
fait  avec  les  axes ,  la  double  condition  de  passer  par  la  tan- 
gente et  la  normale  principale  donne 

cos«  cos /+cosCcosm -f-cosy  cos/i  =:  p , 
cos/coS'A-f-cosmcos^-4-cos/i  cos» =o , 


ou 


cos  «  ces /-f-cos Ccos  m -4- cos y  cos /i  =  o, 
cos /^/cos  «  +  ces  m</ cos  f + cosiu/ cos  y = o  ; 

d'où  l'on  déduirait,  comme  nous  Tavons  déjà  fait ,  les  va* 
leurs  de  cos/,  cosm,  cos/i,  et  par  suite  Téquation  du 
plan  osculateur. 
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Des  deaz  €oni1)are8  ,  du  rayon  de  courbure ,  du  centre  de  courbure  et  du 
cercle  oscnlateur  d^une  courbe  quelconque. 


165.  L'angle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives 
ou  ehtre  les  tangentes  extrêmes  de  Tare  infiniment  petit 
riz  A5 ,  est  ce  qu'on  nomme  Fangle  de  contingence  ;  dési- 
gnons par  Ar  ce  même  angle ,  et  par  Ao)  Tangle  infini- 
ment petit  compris  entre  les  plans  osôulateurs  qui  cor- 
respondent aux  extrémités  de  ce  même  arc ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  entre  les  perpendiculaires  aux  plans  dont 
il  s'agit.  Ltes  quantités  At  et  Ao)  ne  pourront  s'évanouir 
constamment  que  dans  certains  cas  particuliers,  savoir  :  la 
première ,  lorsque  la  courbe  proposée  se  changera  en  ime 
Kgne  droite  ;  et  la  seconde,  lorsque  cette  courbe  deviendra 
plane.  Mais  en  général  Ar  et  Ao)  conserveront  des  valeurs 
différentes  de  o  ^  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  limites 

vers  lesquelles  convergent  les  rapports  ±:  — ,  ±:  — -,  pen- 

dant  que  l'arc  di  A5  décroîtra  indéfiniment,  ces  limites 

±  — ,  ài  —^  qui  seront  équivalentes,  si  l'on  considère 

une  courbe  plane ,  l'une  à  la  courbure  de  cette  courbe  , 
l'autre  à  o ,  serviront  à  mesurer  dans  tous  les  cas  ce  que 
nous  appellerons  la  première  et  la  seconde  courbure  de 
la  courbe  proposée.  Ces  deux  courbures  sont  réelles^  en 
T.  I.  20 
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eflet,  pour  concevoir  une  ccpitbe  <{ui  n^est  pa^  plane,  il 
faut  non-seulement  concevoir  qualft  tangente  s^incline  en 
changeant  de  position  ;  il  faut  encore  que  le  ^pUa  de  deux 
éléments  consécutifs  varie  aussi  dans  TespaGe  :  icette  se- 
conde courbilf  6  petit  être  coiti{>at*ée  à  là  toisioÀ  que  Ton 
ferait  subir  à  luie  courbe  plane.  Il  est  d^ailleurs  évident 
que  ces  deux  coupures  seront  d'autant  plus  grandes  du 
d'autant  plus  petites  y  que  les  angles  Ar^ou  A(ù  seront  plus 
grands  ou  plus  petits  pour  tme  même  Valeur  de  As  et  que 

par  conséquent  les  rapports  —,  — ,  ou  mieirx  les  limites 

— ,  —  de  ces  rapports,  seront  leur  mesure  naturelle.  Si 

Ton  représente  par  -,  -,  ces  mêmes  courbures.  Ton  aura 
donc  toujours 

-=:±hm.--x:±-T-,      ;i  =  ±  lun-  —  =±3-. 
p  ^s  as         F  AS  ds 

164.  Lorsque  Tare  MM'  =  ±:  A5  est  très  petit,  sa  corde 

i/Ax^+Ay^+Az*  est  sensiUement  perpendiculaire  aux 
plans  normaux  m^iés  à  la  courbe  que  Ton  considère  par 
les  deux  points  (x ,  J,  ^) ,  (x+Ax^  J+Ay^  z^Az) ,  et  la 
plus  courte  distance  MD  (fig»  3i),  du  point  (x^y^z)  à  la 
ligne  d'intersection  des  deux  plans  est  sensiblement  égale 
au  premier  rayon  àtà  courbure  p.  En  effet,  soit  r  cette 
plus  courte  distance  MD  \  menons  par  MD  un  plan  per* 
pendiculaire  aux  deux  plans  normaux  ou  à  leur  commune 
intersection,  et  projetons  l'arc  MM'  sur  ce  plan»  L'arc 
MM'  étant  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  jJans, 
il  sera  aussi  sensiblement  égal  à  sa  projection,  et  l'on  aura 

Mm'  =  Aj(i  + 1), 

e  étant  une  quantité  très  petite.  De  fdus,  dans  le  trian- 
gle Mm'D,  l'angle  m'  sera  sensiblement  droit  et  l'angle 
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MDm'  sera  préciséxaèni  l'angle  des  deux  plam  nonnaux, 
ou,  ee  qui  revietit  au  mème^  Tangle  Ar  dm  deux  taii<^ 
gentes  metiées  aux  éxtrémiu^  de  Tare  di  A^^  on  aura 
donc,  eu  exprimant  ique  dânf  ce  iriaû|^  les  sinus  sont 
proportiounds  aux  côtés, 


«n(î+.') 


et,  en  faisant  converger  A 5  yers  la  limite  o»  on*  trouvera 

--; =  lim,  ±  —  =  - . 

iini«  r   ,  A^         f 

Il  importe  d'observer  que  le  plan  osculateur  passe  par 
les  deux  tangentes  consécutives,  et  qu'il  en  par  ooÀsé- 
quent  perpendiculaire  aux  deux  plaiis  âorttlaiix  i^fitii'^ 
ment  voisins  et. à  leur  commime  intersection;  en  sorte 
que  la  normale,  qui  est  perpendiculaire  à  cette commtme 
intersection' et  sur  laquelle  on  compte  la  longueur  r,  se 
confondra  sensiblement  avec  la  normale  comprime  dans  le 
plan  osculateur,  c'est-à-dire  avec  la  normale  principale. 
Il  suit  évidenmient  de  ce  que  noua  venons  de  dire  que, 
pour  obtenir  le  premier  rayon  de  courbure  /9 ,  il  suffit 
de  construire  la  normale  prinicipsde  correspondante  au 
point  (wC,jK,  '^),  et  de  chercher  la  portion  de  cette  droite 
comprise  entre  ce  point  et  un  plan  normal  très  voisin.  Le 
rayon  p ,  mesuré  de  cette  manière  sur  la  normale  princi- 
pale, est  ce  qu'on  notnine  le  rayon  Aê  eotii*blii*ë  de  la 
courbe  proposée  relatif  aU  poiùt  (dt,  y,  ^),  et  l'on  appelle 
centre  de  courbure  Textrémité  du  rayon  de  courbure,  qui 
peut  ^e  considérée  comme  le  point  de  rencontre  de  la 
ndRnale  principale,  et  d'un  plan  normal  infin^tnent  voi^ 
sin.  Le  cercle  qui  a  ce  dernier  point  pour  centre  et  le 
rayon  de  courbure  pour  rayon ,  se  nomme  cercle  de  cour- 

20. . 
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bure  y  OU  cercle  oscillateur  \  il  touche  la  courbe  proposée  ^ 
et  a  même  courbure  qu'elle.  Si  par  la  tangente  et  parla 
perpendiculaire  au  plan  osçulateur  on  fait  passer  un  nou- 
veau plan ,  le  centre  de  courbare  sera  évidemment  situé  ^ 
par  rapport  au  nouveau  plaa,  du  même  côté  que  le  gpint 
(x  •+-  ^^9  y  +  ^yi  ^  +  ^-2),  et  coïnipidera  nécessaire- 
ment avec  Tun  des  points  du  demi-axe  dont  la  direction 
est  déterminée  par  les  angles  A,  jix,  ii^  que  la.  normale  prin- 
cipale fait  avec  les  axes,  et  qui,  comme  nous  l'avons  vu  y 
sont  donnés  par  les  équations 

COSA 'fcOS^^^COir 

ds  ds  ds 

165.  n  est  facile  de  calouler  la  longueur,  du  rayon  de 
courbure ,  en  partant  de  Féquation  qui  le  définit 

-  =  dz  lira.  —  =  ±  -7-. 
f  us  as 


En  effet,  cosa,  cos6,  cosy^cosa-f- Acosa,  cos6+Acos6^ 
cosy  -I-  Acosy  étant  les  cosinus  des  angles  que  font  avec 
les  axes  deux  tangentes  très  voisines ,  on  a 

COS*« -|-C0S'C-|-C08*y  =  I, 

(cosot-l- Acos«)*+(cosC-|-AcosC}*-|-(cos}.-f-Acosy)*=  1^ 

cos  Ar = cos  «  (cos  «t  +  A  cos«) -|- cos  C  (cos  C-f- Â  cos  C} 

+  cosy  (c()Sy+ Acosy)  ; 

si  de  la  somme  des  deux  premières  équations  on  retran- 
che le  double  de  la  seconde,  il  vient 

a(i  ..cos  Ar)  =  (a  cos«)»  -I-  (a  cos C)*  +  (a  cosy)*. 

On  a  d^ailleurs  ^ 

.   , Ar  .   , AT 

006  Ar  =  I -*2sm* — •     asm*  —  :=:i— COSAt; 

2  2 
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donc 

t 

t^  y . :__- 

2sb  —  =  K(AC05at)*  +  (AC0sC)»  +  (AC0Sy)*, 

mm 

ei  par  suite 

At  .    Ar  .     At 

—  sin—  asin  — 

lim.  —  =  lim.  - —  =  lim. =  lim. 

^s  ^s  àS  AS 

2  T 

et  enfin ,   • 

E#n  procédant  de  la  même  manière ,  on  trouverait  poui^  la 
seconde  courbure 

D  résulte  évidemment  de  ces  formules  que  la  première 

courbure  -  est  généralement  nulle  dans  le  cas  où  les  an- 

gles  aj  S^y  deviennent  constants,  et  la  seconde  courbure 

j  dans  le  cas  où  le§ angles  i,  m^  n  conservent  toujours 

les  mêmes  valeurs;  ee'qui  s'accorde  avec  les  définitions 
que  nous  avons  données  de  ces  courbures. 

Si  dans  la  valeur  du  premier  rayon  de  courbure  l'on 

met  poiw  cos  a ,  cos  6 ,  cos  y ,  leurs .valeiu^s  —,  -^,  ~,  il 

as     ds     ds\ 
viendra 


v^ 
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puis,  en  développant  comme  plus  Haut  (n^  i60) 

i-         /{d*  ^y  +  {d^rY  +  {d*  »)•  —  (d*s)'^ 

J=\  '      ds^  

i/{dx  d^z-  dvd^xY + {dzd*X'  dxdHy +{dxd*f'  dy  rf>a?)* 

Si  Ton  prend  s  pour  Tariable  indépendante ,  il  viendra 
plus  simplement, 

En  prenant  a:  pour  variable  indépendante,  on  trouverait 

166.  Si,  à  partir  du  point  (or,  j^,  z)^  on  porte  sur  la 
courbe  donuée  et  sur  la  tangente  prolongées  dans  le  mèmei 
sens  des  longueurs  infiniment  petites,  égales  i  < ,  et  si  Ton 
noumie  à  la  distance  comprise  entre  les  extréniités  de  ces 
deux  longueurs,  on  trouvera,  en  prenant  s  pour  variable 
indépendante  et  en  remarquant  que  les  coordonnées  des^^ 
extrémités  des  deux  longueurs,  sont  respectivement 

,âx.  dr  .    ,dz 

'^-'Â'  ^+'S'  ^+'^' 


donc 

f  =  lim.  ^, 


/' 
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et  par  conséquent,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure 
d^une  courbe  en  un  point  doimé,  il  suffit  de  porter  sur 
cette  couii>e  et  sur  sa  tangente  prolongées  dans  le  même 
sens ,  des  Ipugueurs  égales  et  in^niment  petites,  et  de  di- 
viser le  carré  de  Tune  d'dles  par  le  double  de  la  distance 
comprise  entre  leurs  extrémités  :  la  limite  du  quotient 
est  h  Valeur  e^KActe  du  rayon  do  courbure. 
En  comparant  ensemble  les  équations 

cosA      co^     ces»     ^^ 
d$         4* 


t    ^(4)'+(4)+(4)"' 


?=iN/(4)+(4)V(4)'- 

on  trouvera 

d—  d^  rf- 

ds  ds  ds 

et  en  prenant  5  poi;M*  variole  indépendante, 

d*x  d*Y  dH 

167.  Si  Ton  suppose  que  le  plan  xy  devienne  paral- 
lèle au  [dan  osculateur,  on  aura 

COS/  =:    Oy      CQSiTt    ^   O,      QDH/t    =    ±    I, 

et  par  suite,  en  vertu  des  équations 

oosidx  +  oosmdx  +  oos/t^b  =  o; 
coèld*x  +  cosmd*x  +  coênd^z  ==  o; 
dis  =  o;     d^z  =  o, 
f -      dxd^jf'-^djrd^x 
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Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  est  donc  égal 
en  grandeur  au  rayon  de  courbure  de  sa  projection  sur 
le  {dan  osculateur.  Ces  deux  rayons  de  courbure  coïnci^ 
dent  aussi  en  direction,  puisque  la  normale  principale^ 
située  dans  le  plan  osculateur,  sera  évidemment  la  nor- 
male à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan^  donc,  etc. 

168.  Appliquons  ces  formules  â  l'hélice  représentée 
par  les  équations 

or  =  Rcosa,    j=R.sintty     z=zàKUf 
et  prenons  u  pour  variable  indépendante ,  on  trouvera 

■ 

dx  =  "^Kûnuduy     dy  =  Rcosim/ic>     dz  c=  ûKdUj 

d*x  =  ^-  RcosiMftt*,  d*f  =  —  Rsin  tf</ic%     dH  =  o, 

dx  dy        dz      ^   '      d*x      d*r       d*z  ^  ,  . 

-^smie     cosic      a  cosu     smu'      o 

ds=±\/i  +a».R*/w,     d»s  =  Oy 
COS«     COSP  COSy ,  1 

cosa  a  \/\  ^ff> 


sintt 


La  différentielle  seconde  d^s  étant  nulle,  on  devra  em- 
ployer les  formules  où  l'arc  s  est  pris  pour  variable,  indé- 
pendante, et  Ton  aura 

COSA  ODSM  COftf  _^ 

*  =     .  :  .,cs  =;  ::e  I  •     cos»  =;:  o,   - 

cosa  sintt  o 

■ 

cos/  COS  m         cosii       _,  i. 


awcLu       acostt         —  i  ]/^i  -f-a*' 


ï  '  //dsiaity    .    /dœsu\* 


du 


P  =  (i  +  a')R. 
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ii^équatioD  du  plan  4>sciilatei]»  sera 

«{f  — *4:)smtt  — a(iï-^— 7)cosw  +  Ç—  z=:o, 
ou  Ç  — z=sa(9C0Stt— -(sintt). 

Enfin  Ton  aurit 

y  -  v/r^^  V  \rdr)  +  V-dT j  ~  R('  -*-«•)■ 

Si  â  la  quantitâ  a  on  substitue  Fangle  y,  lié  avec  a  par 
Tëquation  cosy  =  — ,*    ■       ,  on  trouvera 

cos/         cosm          cosii         ._  .    R       «       .  . 

-: =3- = =:±:cosy,    p  = -^r-r- =B.C09éc»yf 

smtf       T*-çostf       tangy  sm'y 

R  =  -; . =aRcosécaY. 

smycosy 

L'équation  cosv  =  o  prouve  que  la  normale  principale 
de  rhé|ice  au  point  (x,  y^  z)^  coïncide  avec  la*  perpendi- 
culaire abaissée  dexç  point  s^ur  Taxe  des  z^  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  avec  la  génératrice  de  la  surface  béli- 

çoïde,  représentée  par  Téquation  z = aR  arc  tang  -.  Donc 

le  plan  qui  passe  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
à  lliélice,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le  plan  qui 
touc&e  la  surface  béliçoïde  au  point  (x,jr,  z),  se  con- 
fondra néeeasaiFement  ayçc  le  plan  oscuk^teur  de  Fbélice. 
On  déduirait  direcfeipent  la  valeur  p  =.  Rcoséc'y  du 
rayon  de  courbure,  de  réquation 

a/" 

qui  dans  ce  cas  deviendra,  comme  on  le  prouvera  faci- 
lement 

'  =  ^'""-lR5^j  =  R5r^  =R(i+a*)=Rco6écV 
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DétflrmiiMition  analytique  do  eentre  de  courbure.  —  Déieloppée  d'one 

courbe  qneleoirque. 


169.  Soit  p  le  rayon  de  courbure  d^une  courbe  quel- 
conque, cort*eq>o^dant  au  point (x,^,  z))  |,  77,  ^y  les 
coordonnées  de  Textrémité  de  ce  rayon  appelée  centre  de 
coturbure;  X,  /i,  v  les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  droite  menée  du  point  (x^jr,  ^) 
$u point  (Ç,  >79  O9  ^^1^  <pû  coïncide  avec  la  normale 
principale,  on  aura 

? ^  ÇOSAt    ^  ^  cos/»,   •= =  cos», 

dai  df  dz 

^ar  ^Â  ^Â 

«  -  »  =  f  -Â-.  — r=f  -3-.  {-•  =  »■  -5-> 


et  en  remettant  pour  p*  sa  valeur 

^^  dj<i*x  —  dxd*s 


A', 


11  — r  = 


dsd-'y  T' drdu  ., 


(4r<*"«— <iw/»j)"-H(<W«x— <irrf»«)M-(<^<'V— *^<i«')* 


dsd*M  —  dadu , 

^  ""  '  ■"'  {drd*5--dBd*xyM^td*x^dxd^Ky'^{dxd^y'^rd^TY      ' 
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OU ,  cç  qui  reif iofii  au  même , 

Dans  le  C£i3  où  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante , 
les  formules  précédentes  s^  réduisent  à 

^     ('+/♦+»'»)*  ^    (r'«"-/'*'>+»"+j"'  ^  ^-^  ^  ^' 

A  Faide  de  ces  équations ,  on|>ourra  déterminer  les  coor- 
données Ç ,  y?,  Ç  du  centre  de  courbure,  qui,  compe  on 
le  prouvera  fiAcilement ,  vérii|eront  en  général  le  système 
des  trois  équation^         '  .  "    ^ 

De  ce9  troi9  éqi^aticms ,  la  pfei^îère  ç^qprime  que  1«  centre 
de  co^^b^^e  ^ti  i^e  di^^ançe  p  du  point  (Xy  y^  z)\  la. 
dwid^ç  qu'il  esjt  dma  le  plan  normal  ;  la  troisième ,  cp'il 
fait  poitifi  du  p)au  psimUleur  :  on  aurait  pu  lea  écrive 
à  priori^  e(  il  est  essenU^  d'observer  que  Ton  retrouve 
la  deuxième  fi^  h  poçisièuie,  loraqu'iHi  différencie  la  pre^ 
mière  et  la  deuxième  en  opérant  comme  si  les  trois  inoon- 
nues  l^j  rjj  Ç  étaient  des  quantités  constantes. 

ITOl  Quand  le  point  (x^jj  z)  visita  se  déplacer  sur  la 
courbe  donnée,  le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même 
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temps.  Si  le  premier  point'  se  meut  d^pn  mouvement  con* 
tinu  sur  la  courbe  dont  il  s^agit,  le  «second  décrira  une 
nouvelle  cour))e  :  or  pour  obtenir  les  équatioiis  de  cette 
dçmière,  il  suiRra  d^exprimer  en  fonction  d^une  seule 
variable  x^y^  ou  5,  à  Taide  des  équations  m  =  o,  i'  =o, 
de  la  courbe  donnée ,  les  seconds  membres  des  équations 
qui  donnent  Ç ,  >3  5  Ç>  et  d^éliminer  cette  variable  entre 
ces  trois  équations.  Les  deux  équations  résultante  de  cçtte 
élimination  ne  renfermeront  plus  que  les  trois  variables 
I ,  y? ,  (^ ,  et  représenteront  précisément  la  ligne  qui  seca 
le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de  courbure  dp  la 
courbe  donnée.      •  .        * 

Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  Ugne , 
différentions  par  rapport  â  toutes  les  variables,  les  deux 
équations 

en  y  regardant  x^  y^  z  comme  tenant  la  place  de  leurs 
valeurs  en  $,  19,  Ç.  En  opérant- ainsi,  on  trouve 

Cette  dernière  équation  prouve  que  4a  tangente  me- 
née à  la  nouvelle  coufbe  par  ie  poTnt  (Ç ,  >ï  ^  Ç)»  foï*°^^  '^ 
ang^e  droit  avec  la  tangente  menée  à  la  coiirbe  donnée  par 
le  point  {x ,  y^  z).  Donc  la  tai%ente  à  la  nouvelle  courbe 
est  comprise  dans  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée. 

De  plus,  si  l'on  nomme  a  Varc  de  la  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  $>  v?  >  C' 
on  aura 

d^ _  ^  —  ^  ^ _,    n  —  Y   ^    ,    C — g  àj^ 
de-  f^       Ht  p        dv  ('        de 
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et  il  résulte  éyidemment  de  cette  dernière  formule ,  que 
le  rapport  J-  est  égal  au  cosinus  de  Tangle  aigu  ou  obtus, 

UT 

formé  par  le  rayon  de  courbure  p  avec  la  tangente  â  la  nou- 
velle courbe.  Quand  la  courbe  proposée  est  plane ,  cette' 
tangente  se  confond  avec  le  rayon  de  courbure  ou  avec 

son  prolongement ,  et  par  conséquent  le  rapport  -7-  se  ré- 
duit au  cosinus  d'un  angle  nul,  ou  au  cosinus  de  Tangle  tt  , 
c'est-à-dire  à  di  i .  On  a  donc  alors 

et  Ton  en  conclut ,  comme  on  Ta  déjà  fait,  que  Tare  Aa  est 
la  différence  des  rayons  de  courbure  correspondant  à  ses 
deux  extrémités.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  la 
courbe  donnée  cesse  d'être  plane ,  et  dans  ce  cas  le  rap- 
port —  obtient  généralement  une  valeur  numérique  dif- 
férente de  l'unité. 

171.  CJpncevons  qu'un  fil  inextensible  d'une  longueur 
connue,  soit  fixé  par  une  de  ses  extrémités  à  un  certain 
point  d'une  courbe ,  et  que  ce  fil ,  d'abord  appliqué  sur  la 
tangente  menée  à  la  courbe  par  le  point  dont  il  s'agit, 
vienne  à  se  mouvoir  en  demeurant  toujours  tendu,  de 
telle  sorte  qu'ime  partie  s'enroule  sur  l'arc  renfermé  entre 
le  point  fixe  et  le  point  variable  (or,  y,  z).  L'autre  partie 
qui  restera  droite  et  toucbera  la  courbe  donnée  au  point 
ipc^jr^  z),  sera  terminée  par  un  point  mobile  qui  décrira 
une  nouveUe  courbe ,  que  l'on  a  désignée  sous  le  nom  de 
développante  de  la  première.  Celle-ci  prend,  par  rapport 
à  la  deuxième,  le  nom  de  développée.  .On  peut  facile- 
ment établir  comme  il  suit,  leurs  propriétés  respectives. 

Soient  I,  fif^f  les  coordonnées  du  point  de  la  déve- 
loppante ,  qui  correspond  au  point  {x^y^  z) ,  de  la  déve- 
loppée et  r  la  distance  entre  ces  deux  points.  En  désignant 
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par  a  )  € ,  7  les  angles  cjue  fait'avec  les  axes  la  langeiite  k 
la  première  courbe,  qui  coïncide  avec  le  rayon  r,  on  aura 
à  la  fois 

dx      f— «  ^      dr      « — Y  dz       Ç — z 

C0ll«=5'~S=: ^   COsCsts-^  =tt ^j  COSV»=:-T   ^   — — » 

dlr  r  or  r  ds  r 

et  par  Suite , 

en  supposant  que  la  longueur  r  est  comptée  â  partir  du 
point  {x^y^  z)^  de  la  développée  sur  la  tangente  prolon- 
gée dans  le  même  sens  que  l'arc  s.  De  plus,  on  aura  dans 
cette  hypothèse, 

donc 

f — X y—/ Ç— g r 

dx  djr  dz  3r^ 

dx  dr       ^  *        dz 

en  différenciant  ces  dernières  é^iatiotis^  on  Irouve 

dz  dz 

OU  en  réduisant 

d'où  l'on  tire 
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knais  Ton  a 

dono 

dxéi^  dydn  +  dIttiÇ  Sz,  p. 

S  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  tangentes 
menées  par  les  points  correspondants  (jr,  y^  z),  (Ç,  17,  Q , 
à  la  développante  et  à  la  développée ,  se  coupent  à  angle 
droit.  Donc  la  tangente  à  la  déydoppée  est  toujours  nor- 
male à  la  développante. 

Lorsque  la  développée  est  connue,  ainsi  que  nous  l'a- 
vons supposé  dans  ce  qui  précède,  il  suffit  pour  avoir 
les  équations  de  la  développante  de  substituer  dans  les 
formules 

à  la  place  de  x,  jr^  z  leurs  valeurs  exprimées  en  fonction 
de  5  et  de  remplacer,  en  outre,  r  par  czfSy  puis  d'élimi- 
ner s  entre  ces  même»  formules.  En  effet,  on  parviendra 
de  cette  manière  à  deux  équations  entre  |,  m,  ^  qui  re- 
présenteront évidemment  la  courbe  décrite  par  Textré- 
mité  de  la  longueur  r. 

472.  Supposons  &  présent  que  Ton  cbercbe  nôti  plus  une 
développante^  mais  une  développée  dé  la  courbe  à  laquelle 
appartiennent  les  coordonnées  variables  x^y,  z.  Appe- 
lons ^r'^jÇ^^i  coordonnées  variables  du  point  de  cette 
développée  qui  correspond  au  point  (pCjfjz)^r  la  dis- 
tance entre  ces  deux  points ,  a  Tare  de  cette  courbe  comp- 
tée à  partir  d'vqk  point  fixe  ^  a ,  S^  y  les  angles  qae  fait  avec 
les  axes  la  tan|[c;pte  À  la  développée  prolongée  dans  le  sens 
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de  l'arc,  on  aura 

(f— x)»  +  (t»— r)* +(?  —  *)•  =  ^*- 

Si  l'on  diflférentie  trofe  fois  de  suite  celle  dernière  «équa- 
tion, en  prenant  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  et 
en  ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent,  on  trouvera 

et ,  en  mettant  pour  rfÇ ,  £?73 ,  rf^ ,  Jeurs  valeurs , 

d'où      (I  — a:)d:r+(jj— rMr  +  {<— »y«  =  o; 

2**.  En  diflférentiant cette  deniière  équation, 

ou,  à  cause  de 

d^dx+dndf  +  di^dz  =  o,      <i:r»  +  </j»  +  cfe»  =  ^, 

et,  en  mettant  pour  Ç — j:,  m  — y,  f—z,  leurs  valeurs, 

3**.  En  difTérentîant  l'équation 

{i—x)d^x  +  {fi—x)dy+(^  —  z)d^z  =  ds-, 
ou 

(  {  —  x)rd^x  +  (9  —y)rd^y'  +  (  C  —  «  W«  =  '^^  % 
{  \—x)d.rd^X'\-{n  —y)d.rd^y  +  (Ç— «>/.n/»z 
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mais 

dxd*x  +  dyd^y  +  dzd^z  =  dsd^s  =  o, 

r{did*x  +  didy  +  dl^d*z)  =ds*dr; 
donc 

{S — x)d.rti*x+  {n  — ^/)£/.«/*/+(Ç— z)€/./t/'« + dnis*  =  dnis*^ 
(S  —  x)d.rd^x  +  (ij  — y)d.rd^y  +  ({  —  z)d,rd*z  =  o. 

Des  quatre  équations 

(f  _x)» + (,  —  j)«  +  (c — ^y = r\ 

(f — x)dx  +  (ij  — /^j  4-  (Ç  —  «)<&  =  o, 

{i—x)d^x  +  (if  —7^*7  +  (Ç  —  z)d^z  =  ds% 

(f — x)d.rd^x  +  (ij  —  7)  rf.7Y/»7  +  (Ç  —  z)d.rd^z  =  o, 

on  tire 

4xd.rd*g~4gd,rd^X      dgd,rd*X'dxd,rd*M      dxd,rd*jr~4yd,rd*x 

ds^ 

~  d*x(4xd,rd*e  —  dzd,rd*jr)^d*y{dBd,rd*x~~dxd,rd^s)'^^^z{dxd,rd^jr — 4rd.rd»x) 

l/^  [(«(r^i.rii»*— €iW.r<f  »r)«-h  (d£d,rd>x^dxd.rd*g)*'j'(dxd,rd*x—4yd,rd*x)]  » 
--^ 

égalant  ces  deux  dernières  fractions,  carrant  et  rédui- 
sant, on  trouve 

[d*x  d^x       J'y  d^r       d*g  <i»g"[     A- 
d^    ds^  "^  ds*    ds^       ds*    di» y  ib 

[\dsi  J       \  ds^  )  "*"  V  dsi  )       \ds  ds*  ■*"  dsds^  "*"  dsds"^  )  j'* 
/dxd*jrd  *£'drd*sd  ^x-^dyd*zd  ^x-djrd^xd  ^g'^^d*xd^y^^d^jrd*x\  » 
=  (^ 56 ^j'-S 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

dr^  dr 

K-^ 1*  Br  —  +  O»  +  DH  =  o. 

ds^  ds 

T.  i.  21 
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Si  Ton  substitue  dans  cette  équation  pour  x^y^  z,  leurs 
valeurs,  exprimées  en  fonction  de  5,  elle  se  réduira  à 


K'''"'^)  =  °' 


et  sera  ce  qu'on  nomme  une  équation  différenti^e  du 
premier  ordre  entre  r  et  j,  à  laquelle  on  pourra  satisfaire 
par  une  équation  de  la  forme  y  (r,  5,  c)  =  o,  ou  r = ^(5,  c), 
c  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  donnant  à  c  une  valeur  particulière ,  on  aura  r  en 
fonction  de  5,  et  si  après  avoir  mis  dans  les  équations 

(f  —  x)dx  +  (jj — y)dx  +  (Ç  —  z)dz  =  p, 

{i—x)d^x  +  (n  —  x)d*x  +  (Ç  — z)rf«z  =  ds\ 

{i  —  x)d.rd^x  +  (n  —  y)d.rd*f  +  (Ç  — z)rf.n/»z  =2  o, 

a  la  place  de  x,  y,  z,  leurs  valeurs  en  5,  on  élimine  s 
entre  les  trois  équations  résultantes,  on  obtiendra  entre 
les  coordonnées  (,  y?,  (^  deux  équations  prc^res  à  r^ré- 
senter  une  développée  de  la  courbe  que  l'on  considère. 
Cela  posé ,  il  est  clair  que  cette  courbe  aura  une  infinité 
de  développées  qui  correspondront  aux  diverses  valeurs 
de  r,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  diverses  valeurs 
de  la  constante  arbitraire  c. 

Ajoutons  que  toutes  ces  développées  seront  situées  sur 
la  surface  que  Ton  obtiendra  en  éliminant  s  entre  les  deux 
formules 

(f  —  x)dx  +  (i; — jr)dx  +  (Ç  —  z)dz  z=  o, 
{i—jç)d^x  H-  [fi  —  y^d^r  +  (Ç  — 3)r/»z  =  ds^. 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler,  ou  le  lieu  géo- 
métrique de  toutes  les  développées,  jouit  de  plusieurs 
propriétés  remarquables,  sur  lesquelles  nous  reviendrons 
quand  nous  aurons  parlé  de  l'application  du  calcul  difie- 
rentîel  à  la  recherche  des  propriétés  des  surfaces  courbes. 
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Da  contact  des  courbes  situées  d^une  manière  quelconque  dans  Tespace^ 

—  Courbes  oèéulatrices. 


175.  Considérons  deux  courbes  tracées  dans  l'espace  et 
qui  se  touchent  en  un  point  donné  M  ;  si  du  point  de  con-> 
tact  comme  centre,  et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on 
décrit  une  sphère,  la  surface  de  la  sphère  coupera  {fig>  Sa) 
les  deux  courbes  eu  deux  points  très  voisins  Tun  de  Fau'' 
treP  et  Q  ;  et  en  admettant  les  définitions  que  nous  avons 
données  (n^  i^i))  quand  il  s'agissait  de  courbes  situées 
dans  le  plan  unique  des  coordonnées ,  on  obtiendra  im- 
médiatement le  théorème  suivant  : 

Théorème  i**^.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un 
point  dotmé,  Tordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité 
à  Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux  courbes, 
également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  la  dis-' 
tance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  or- 
dre, H  esi  bon  d'dbserver  que  la  droite  PQ  =  aisin-^» 
qui  unit  ces  deux  points  étant  la  base  d'un  triangle  isoscèle 
MPQ,  et  opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  ot), 
sera  sensiblement  perpendictilaire  aux  deux  c^tés  de  ce 
triangle ,  et  par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes^  tangente  dont  les  deux  côtés  différent  très  peu. 
La  surface  du  triangle  est  d'ailleurs  égale  au  produit 
j  £*•  sin  w,  et,  par  conséquent,  à  une  quantité  infiniment 

21  . . 
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petite  dont  l'ordre  a+a  surpasse  de  deux  unités  Tordre 
du  contact  des  courbes. 

174.  Concevons  maintenant  que  l'on  projette  les  deux 
courbes  et  le  triangle  MPQ  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas 
sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle,  et 
qui  fasse  avec  lui  un  angle  rr.  Les  deux  projections  des 
courbes  auront  aussi  une  tangente  commune,  et  en  appe- 
lant f,  Xi  ^5  les  angles  que  les  droites  MP,  MQ,  PQ 
font  respectivement  avec  leurs  projections,  on  aura 

mp  =  MP  cos^  =  I  cos^ ,  mq  =  MQ  cos;^  =  i  cos^t 
/?<7=PQcos-v^  =  2/sin7«cos4'9 
/w/?^=MPQcosty=-ji*sina»cos'w  =  i*  sin^»  coS'^^cosflr 
=z\mp  Xpq  X  sinmpg  =  ji  cos^  X  ai  sin \tt  cos^  sin mpq; 

d'où 

coSTarcoss- 
sin  mpq  = ' —1 

COS^COS\]/ 

la  perpendiculaire  mr  abaissée  du  point  m  sur  la  droite 
pif  sera  égale  au  produit  mp'Xsinmpqj  et  l'on  aura 


7wr=  mp  X  sinmpq  =  i  cos^ 


COSja»  COS'Zir        icosf^cos'9- 


cos^cos^  ces  4 

or  la  valeur  de  l'angle  (ù  étant  très  petite ,  et  celle  des  an- 
gles  TJ ,  y ,  X  9  ^9  étant  sensiblement  différente  de  —  ,  les 

quantités  cos|a),  coscr,  cosf,  cos;^,  cos(|;  auront  des 
valeurs  sensibles,  et  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  les  équa- 
tions qui  donnent  pif,  mr,  pour  reconnaître,  i°  que  la 
distance  ^^  est,  dans  l'hypothèse  admise,  une  quantité  in- 
finiment petite  de  l'ordre  a  -|-  i ,  et  qu'elle  forme  avec  la 
distance  mp  un  angle  sensiblement  différent  de  o  ;  2^  que 
la  distance  mr  est  un  infiniment  petit  du  i**"  ordre.  Ob- 
servons encore  que  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
projetées  se  confondant  à  très  peu  près  avec  la  droite  mp , 
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formera  elle-même,  avecia  sécante  pq^  un  angle  sensible. 

Puisque  la  projection  pq  de  la  sécante  PQ  qui  unît 
deux  points  situés  à  des  distances  du  point  de  contact, 
égales  entre  elles  et  infinitnent  petites  du  premier  ordre , 
est  un  infiniment  petit  de  Tordre  a  +  i  et  fait  un  angle 
fini  avec  la  tangente  commune  aux  deux  projections,  on  en 
conclura  (n**  142)  que  les  courbes  projetées  ou  les  projec- 
tions des  courbes  ont,  ainsi  que  les  courbes  dans  Fespace , 
un  contact  de  Tordre  a.  Nous  sommes  arrivés  à  cette  con- 
clusion en  supposant  que  le  cosinus  de  Fangle  que  le  plan 
du  triangle  MPQfait  avec  sa  projection  mpq  avait  une  va- 
leur finie  \  mais  il  est  facile  de  prouver  que  si  ce  cosinus 
était  sensiblement  nul,  c'est-à-dire  que  si  le  plan  du 
triangle  mpq  devenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  MPQ,  mais  en  continuant  déformer  un 
angle  sensible  avec  les  côtés  MP,  MQ,  et  par  suite  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dans  Fespace ,  le 
contact  des  deux  courbes  projetées  serait  encore  nécessai- 
rement de  Fordre  a  ou  d'un  ordre  supérieur  à  a.  Alors 
en  eflTet ,  les  distances  mp ,  mq  seraient  encore  des  quanti- 
tés infiniment  petites  du  premier  ordre,  tandis  que  la 
distance  pq  serait  une  infiniment  petite  d'un  ordre  au 
moins  égal  à  a-f- 1?  ainsi  que  la  droite  pr  que  Fon  obtien- 
drait en  décrivant  du  point  m  comme  centre  avec  le  rayon 
mp^  un  arc  de  cercle  qui  couperait  la  seconde  courbe  au 
point  r\  or  la  distance  mp  ne  peut  être  une  quantité  in- 
finiment petite  ^u  premier  ordre,  et  la  distance  pr  un  in- 
finiment petit  de  Fordre  a  +  i  sans  que  Fordre  de  ceii- 
tact  des  deux  courbes  projetées  soit  égal  ou  supérieur  au 
nombre  a  ;  donc,  etc. 

475.  Concevons  à  présent  que  Fon  projette  successive- 
ment fes  deux  courbes  données  sur  le  plan  xjr  et  sur  le 
plan  zx'^  et  supposons  d'ailleurs  que  Fangle  compris  entre 
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l'axe  des  x  et  la  tangente  conunune  aux  deux  courbes  dif« 
fère  sensiblement  d'un  angle  droit,    cette  tangente  ne 

pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni  au  plan  xy^ 

ni  au  plan  zx  qui  passent  tous  les  deux  par  Taxe  des  x  ;  de 
plus  ces  derniers  plans  ne  pourront  pas  être  totis  les  deux 
à  la  fois  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  MPQ,  car 
sans  cela  leur  intersection  commune  serait  sensiblement 
perpendiculaire  aux  deux  lignes  MP  et  MQ,  et  par  suitç 
k  la  tangente  commune,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  et 
par  conséquent,  en  vertu  de  ce  qui  précède ,  le  contact  des 

deux  projections  sur  le  plan  xy  et  sur  le  plan  zx  sera  tou-: 
jours  de  l'ordre  a  ou  d'un  ordre  supérieur  à  a,  et  sur  Tuu 
des  deux  plans  au  moins  de  Tordre  a  seulement ,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  2°®.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  com-r 
:mtlne  ne  forme  pas  un  angle  droit  avec  l'axe  des  x,  il 
suffit  de  chercher  les  nombres  qui  indiquent  les  ordres  de 
contact  des  deux  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans 

xy  et  zx^  chacun  de  ces  nombres,  s'ils  sont  égaux,  ou 
le  plus  petit  d'entre  eux,  s'ils  sont  inégaux,  indiquera 
l'ordre  du  contact  des  courbes  proposées. 

CoroUaù'e  i*^**.  La  recherche  de  l'ordre  de  contact  de 
deux  coui'bes  à  double  courbure,  se  trouve  donc  réduite 
à  la  recherche  de  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  pla- 
nes, c'est-à-dire  à  un  problème  déjà  résolu.  On  en  con- 
clura, i^  en  prenant  a: pour  variable  indépendante,  et 
désignant  par  j^',y",j^'',. .  .z\  z"^  z" . . .  les  dérivées  suor 
cessives  des  variables  j  elz  considérées  comme  fonctions 
de  a:  ;  2®  en  désignant  par  n  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à  a ,  que  si  deux  courbes  ont  en- 
tre elles  un  contact  de  l'ordre  a ,  les  quantités  J ,  J  »  j" v  • 
y^"),  z,  z\  z'\..\  z^"^  conserveront  les   mêmes  valeurs 
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pour  le  point  dont  il  s'agit  dans  le  passage  de  la  première 
courbe  à  la  seconde,  tandis  que  chacune  des  quantités- 
^(»+«)^  z^"*^*^,  ou  au  moins  Tune  des  deux,  changera  de 
valeur;  de  soote  que  dans  le  cas  où  Fordre  de  contact  sera 
un  nombre  entier,  il  suffira  pour  déterminer  cet  ordre, 
de  diminuer  d'une  unité  Tordre  des  dérivées  successives 
y',^",  j^",...  z',  s",  z",  • . .  qui  les  premières  cessent  d'être 
égales  quand  on  passe  d'une  courbe  à  l'autre . 

Scohe,  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
formait  un  angle  droit  avec  l'axe  des  x,  elle  ne  pourrait 

pas  être  à  la  fois  perpendiculaire  au  pian  x^  et  au  plan  ^ 

zXj  ou  aux  axes  des  y  et  des  z  ;  donc,  pour  déterminer 
dans  cette  hypothèse  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes, 
il  suffirait  de  substituer  à  l'axe  des  x  l'axe  des^  ou  l'axe 

des  2 ,  et  de  remplacer  en  même  temps  le  plan  zx  ou  xy 

par  le  plan  j^z. 

176.  On  peut,  au  deuxième  théorème ,  en  substituer 
im  autre  qui  ne  soit  sujet  à  aucune  restriction,  et  dont 
voici  l'énoncé  : 

Théorème  3"*.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de 
chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  distance 
infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes ,  à  partir  du 
point  de  contact  dans  le  cas  où  les  mêmes  longueurs  de- 
viennent infiniment  petites  du  premier  ordre.  Le  nom- 
bre dont  il  s'agit  diminué  d'une  unité,  indique  toujours 
Tordre  du  contact. 

Démonstration.  Soit  toujours  M  {fig*  33)  le  point 
commun  aux  deux  courbes  qui  se  touchent:  soient  encore 
P  et  Q  deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  la  se- 
conde courbe  à  la  même  distance  du  point  de  contact  ;  en- 
fin, concevons  qu'à  partir  du  point  M  on  porte  sur  la  se- 
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conde  courbe  un  arc  MB.  qui  soit  ëgal  à  Tare  MP,  les  sé- 
cantes PR  et  PQ  seront,  comme  on  Ta  vu^  sensiblement 
perpendiculaires  à  la  tangente  commune  ^  de  plus  la  corde 
QR  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde  courbe 
très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblement  pa-* 
rallèle  à  cette  tangente.  Par  conséquent  dans  le  triangle 
rectiligne  PQR ,  les  côtés  PQ  et  PR  formeront  avec  le  troi- 
sième côté  QR  des  angles  dont  chacun  différera  très  peu 
d'un  angle  droit  5  donc  le  rapport  entre  les  deux  premiers 
côtés  qui  est" égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  opposés, 
différera  très  peu  deFunité,  et  en  désignant  toujours  para» 
Tangle  des  deux  rayons,  et  par  e  une  quantité  infiniment 
petite,  on  aura  PR=  PQ(i  -f-e),  et  parce  que  PQ,  corde 
de  Tare  qui  mesure  o)  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  i, 

est  égale  à  a/sin-,  on  aura 


«t 


PR  =  (i  +i)2isin- 


2 


D'ailleurs  en  remarquant  que  le  rapport  d'un  arc  à  la 
corde  a  pour  limite  l'unité,  et  désignant  par  e'  une  nou- 
velle quantité  infiniment  petite ,  on  a*  arc  MP  =  (i  +2')/'. 
Donc  puisqu'en  considérant  le  rayon  vecteur  «comme in- 
finiment petit  du  premier  ordre ,  l'arc  MP  sera  lui-même 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,  tandis  que ,  comme 

nous  l'avons  vu,  le  produit  2  tsin-et  la  distance  PR  se- 
ront des  infiniment  petits  de  l'ordre  a  +  i^a  désignant 
l'ordre  de  contact  des  courbes,  on  obtiendra  dans  tous  les 
cas  cet  ordre  de  contact  en  diminuant  d'une  unité  le 
nombre  qui  exprime  l'ordre  de  la  distance  infiniment 
petite  PR  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs 
égales  et  infiniment  petites  du  premier  ordre  portées  sur 
les  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact,  ce  <pril 
fallait  démontrer. 


j 
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477.  Désignons  par  x,  j,  z,  |,  yj,  Ç  les  coordonnées 
des  points  auxquels  aboutissent  les  longueurs  égales  sur 
la  première  et  la  seconde  courbe ,  et  par  d  la  distance  de 
ces  extrémités ,  on  aura 

d  ne  pourra  être  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a  +  i 
qu'autantque  Tune  au  moins  des  différence^  x — | ,  j- — >?, 
z  —  ^  sera  de  Tordre  a  +  i ,  les  deux  autres  étant  du 
même  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé ,  ce  qui  exige ,  en 
prenant  i  pour  variable  indépendante ,  que  des  quantités 

^    ^'      dT^'        di-     '••'      di-     \       di^-^-      ' 

^  d{z-^)        d^jz-^)         d'^jz-Q       dn^^jz-^) 

^~^'      rfT"'         dF~'"'~dr-     '         dF^-     ' 

les  dernières  seules,  ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  ne 
s'évanouissent  pas  avec  i. 

Cela  posé ,  désignons  par  5  et  a  les  arcs  renfermés  entre 
un  point  fixe  de  la  première  courbe  et  le  point  (x,  j^,  z) , 
entre  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point  (|,  y?,  Ç), 
et  admettons  que  ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le 
même  sens  que  l'arc  *  ;  comme  les  trois  variables  z ,  5  et  <7 
différeront  enVre  elles  de  quantités  constantes ,  bu  aura 

di  zzz  ds  ziz  dry 

et  l'on  pourra  dès-lors  (n*^91),  aux  expressions  qui  pré- 
cèdent, substituer  les  suivantes 

'    dx        f/f 

jr — Ç,     -r-  — :r- 


y  dz  .-    ^ 


dx         f/f 

i/"x        d''( 

^«  +  1^          ^n+xf 

ds        dr''" 

ds"         do-''  ' 

ds"-^^         ^<r"+«' 

djr       dtj 
ds'^dœ'"' 

dy          d"ii 
ds""          da-"  ' 

dz        rfÇ 

d'*z         ^«Ç 

r/»+'z         d^-^^t 

ds         r/^'"* 

ds"  ^'  dr"  ' 

ds'*+'          dr"-^'  ' 
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et  Ton  devra  avoir  aa  point  de  contact 

—    ^  — *    £!z;  —  ^ 

•^~*'    ds  "  dr'      ds^   '^  Ar*' 


•  •  • 


_       ^_^       rf's  ^  d^Z 


•  • 


d«» 
dr« 

Or  ces  équations  renferment  le  théorème  suivant  : 

178.  Théorème  4™^*  Lorsque  deux  courbes  se  touchent 
en  un  point,  si  l'on  considère  les  coordonnées  x,j^,  z  de 
chacune  d'elles  comme  des  fonctions  de  Tare  s  pris  pour 
variable  indépendante,  et  si  Ton  suppose  cet  arc  compté 
sur  chaque  courbe ,  dé  telle  manière  qu'il  se  prolonge 
dans  le  même  seas  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point 
de  contact,  les  variaMes  x,^,  z  et  leurs  dérivées  succes- 
sives jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué  par  le  nom- 
bre entier  n ,  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  l'ordre 
du  contact,  ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde  :  les  dérivées 

f/^+^X       d*+'j       </"+'« 


^li+i'      ^1^"+»'      d:y*  +  «' 

OU  au  moins  Tune  des  trois,  changeront  de  valeur  quand 
on  passera  d'une  courbe  à  l'autre. 

Du  théorème  qui  précède ,  joint  aux  principes  éta- 
blis dans  la  dix-neuvième  leçon,  on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l'ordre  a,  on  désigne  par  n  le  nombre  entier  immédia- 
tement supérieur  à  a,  i"  les  /î  premières  différentî^cs 
des  variables  x^y^  z^  prises  relativement  à  une  fonction 
quelconque  r  de  ces  variables,  et  même  les  n  prwnières 
di  fférentielles  d'une  fonction  quelconque  t  de  ces  variables, 
prises  par  rapport  à  une  autre  fonction  arbitraire  u  des 
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mêmes  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs  (fuaaid  on 
passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde  5  2®  les  diffé- 
rentielles de  Tordre  (n+i)  de  a: ,  j^,  jz,  prises  par  rapport 
à  r,  ou  de  t  par  rapport  à  u,  changeront  ordinairement  de 
valeur  quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  se- 
conde, quoique  le  contraire  puisse  avoir  lieu  dans  certains 
cas  particuliers. 

Corollaire.  Rien  n'empêche  de  si^poser  r  =  ar.  Dans 
les  corollaires  qui  précèdent,  les  dérivées 

dx     d*x  d^x     dx         d^y       dz  d'z 

d^'  dF'*"d^'    d?''"dP^'     dr''''di^' 

deviendront  alors 

dy     d*y         d^y      dz      d*z  d*z 

i,o...o,      —,    _,  .,.^-j^,    —,    —,...—; 

donc  si  les  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  ocmtact  de 
Tordre  a ,  et  si  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante , 
les  coordonnées  j',  £  et  leurs  dérivées  successives  jusqu'à 
celles  de  Tordre  n  inclusivement,  n  étant  un  nombre  en- 
tier égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a,  conserveront 
en  général  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact 
dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  Les  dé- 
rivées de  Tordre  n  -h  ï  et  les  suivantes,  changeront  de  va- 
leurs, excepté  dans  certains  cas  particuliers. 

Î79.  Réciproquement,  si  Jes  dérivées  successives 

ilx     d*x  d'^x     dy     d'y  d'^y     dz     d'z  d'^z 

d7'    dp*  "'lïF'   ST'  'dF'  '    '  dF'   di'    d?'  '"   dF' 

ne  changent  pas  de  valeur  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à  la  seconde ,  ces  deux  courbes  auront  entre 
elles  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  n. 

Dans  cette  hypothèse,  en  eâet,  les  différences  x  —  | , 
y  — .  yj  j  z  —  ^,  considérées  comme  fonctions  de  1,  s'éva- 
nouiront avec  /  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  celles  de 


334  CALCUL    DIFFÉREirriEL. 

Ces  six  équations,  jointes  à  Téquation  connue 

CCS*  /  +  ces  *  m  -f-  cos*  71  =  1 , 

déterminent  complètement  un  cercle  qui  sera  le  cercle  os- 
culateur  cherché,  puisque  les  angles  /,  m,  n,  sont  don- 
nés précisément  parles  trois  équations  qui  fixent  la  posi- 
tion du  plan  osculateur,  et  que  les  trois  autres  équations 
sont  celles  qui  fournissent  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  et  le  rayon  de  courbure. 

CoroHaire,  On  conclut  de  ce  qui  précède ,  que  deux 
cotirbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé,  sont  nécessairement  osculatrices 
Tune  de  l'autre . 
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Plan  tangent  et  nonnale  aux  surGicee  courbes. 


181.  Considérons  une  surface  courbe  quelconque  re- 
présentée par  l'équation  u  =  F  (pc  ^  jr^  z)  ±=  o.  Si  par  un 
point  (Xj  y^  z)^  donné  sur  cette  surface,  on  en  fajt  passer 
une  seconde  i^  =  o,  qui  la  coupe  suivant  une  certaine 
courbe,  la  tangente  menée  en  ce  point  à  la  courbe  dont 
il  s'agit  (£4=0,  i^=o)  sera  donnée,  comme  nous  Favons 
vu,  par  les  deux  équations 

du  du  du 

,^  .dv         ,  ,dv         ,  ^         ^  dv 

et  sera  Tintersection  des  deut  plans  que  ces  équations 
représentent 5  or,  l'un  de  ces  plans,  savoir,  celui  qui  a 
pour  équation 

est  indépendant  de  la  nature  de  la  seconde  surface  i^  =  o, 
et  par  conséquent  aussi  de  la  nature  de  la  courbe  d'in- 
tersection :  donc  toutes  les  courbes  formées  sur  la  surface 
Mi=o,  de  manière  à  passer  par  le  point  (•x^y^  z)^  auront 
leurs  tangentes  en  ce  point  comprises  dans  un  seul  plan . 
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Ce  plan  unique  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées  à  la 
surface  par  le  point  (ar,  y^  z),  est  ce  qu'on  appelle  le  plan 
tangent  mené  à  la  surface  par  ce  point. 

Les  raisonnements  qu'on  vient  de  faire  subsisteraient , 
et  par  suite  l'équation  du  plan  tangent  conserverait  la 

même  forme 

» 

(f-x)^+(,-r)^+(Ç-»);^, 

si  dans  la  fonction  u  les  variables  x^  jy  z  représentaient 
non  plus  des  coordonnées  rectangulaires,  mais  des  coor- 
données obliques. 

Si  en  faisant  varier  x^  y^z^  on  différentie  l'équation 
u  =  o,  on  obtient 

du  ,     ^    du    .      ,    du 

En  comparant  cette  dernière  équation  à  celle  qui  pré- 
cède, on  reconnaît  que  pour  obtenir  l'équation  du  plan 
tangent,  il  suffit,  dans  Péquation  différentielle  de  la  sur- 
face de  remplacer  les  différentielles  <ir,  dy,  dz  par  les 
différences  |  —  x\  m  — y^  ^  —  5. 

182.  Si  par  le  point  (x,  y^  z)  de  la  surface  donnée,  on 
mène  une  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent,  cette 
droite  sera  la  normale  à  la  surface  en  ce  point. 

Soient  X,  |:jl,  V,  les  angles  de  cette  normale  avec  les 
axes  ^  l'équation  du  plan  tangent  pourra  être  mise  sous  la 
nouvelle  forme 

(f  —  a:)cosA  -f-  (jj — ^)cos/«  +  (Ç  —  «)cosf, 
et  l'on  aura,  par  conséquent. 


cosA        cosm        ces  y  di  I 

du  du  du 

dx 


du_        jdu^  /fdu\     ,    fdu\         (duy 

^     dz     \\di)  +v^;  -*-Uy 
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et  en  posant 

v/Q- -(!)•+ (£)■=■>• 

_.     i   du  _,     i  du  ,     I    du 

Les  équations  de  la  normale  seront  dès-lors 

€/tt  i/tf  rfa    * 

dx  dy  dz 

L'angle  aigu  formé  par  le  plan  tangent  au  point  (x,jr,  z), 

avee  le  plan  xy^  est-ce  qu'on  nomme  Tindinaison  de  la 
surface  en  ce  point.  Ce  même  angle  est  évidenmient 
égal  à  Tangle  aigu  formé  par  la  normale  avec  Taxe  des  z , 
et  appelant  I  cette  inclinaison ,  on  a 

cosI=±zr 1-»     séci  =  ±  -7-. 
K  dz  du 

di 

Quand  Téquation  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 

z  =f(x,y),  on  aura 

si  Ton  fait,  pour  abréger, 

dx        ^  dx         ^'  dy        "~  £(r  "~  ^' 

il  viendra 

du  du  du  j      ,      j         j 

-=p,    -  =  g,    ^  =  -i,     pdx^qdjr-dz  =  o, 

T.  I.  aa 


338  CAtCUL    DIFFÉRBIHTIEL. 

et  les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normal»  seront 

Ç  —  »  =  p{S  —  x)  +  q{i—y)y 

p       "^       q       "^  I      ' 

ou 

f  —  JF  +  />(?  —  «)  =  «>    «  —  7  +  ^(?— «)  =  «; 

alors  aussi,  les  angles  X,  jx,  v,  I  sont  déterminés  par  les 
équations 

COSA  =  ±  7ti====r,     e0S^=:± j  =, 

cosr  =  ± — 7====«     cosi  = 


séci  =  |/>»Hi-7»+i. 

185.  Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale 
conserveraient  la  même  forme ,  si  Téquation  de  la  sur- 
face, au  Meu  d*ètre  u  =  o,  devenait  u  =  c. 

De  plus ,  si  dans  Téquation  du  plan  tangent 

du  \  ^«    .    /r        \  ^" 

on  regarde  les  coordonnées  | ,  y? ,  (^  comme  constantes,  et 
les  ciEK)i?doJAné€i4  ar>  />  ^  eomjne  varis^iles,  oa  obtient  oon 
plus  Féquation  du  plan  tangent,  niais  Téquttion  d'une 
nouvelle  surface  qui  est  le  lieu  géométrique  des  points  où 
les  diverses  surfaces  représentées  par  Féquation  u  =:  Cy 
dans  laquelle  on  donne  à  c  diverses  valeurs,  sontrencon-^ 
trées  ou  touchées  par  des  plans  tangents  menés  tous  par 
le  point  (^,  >î>Ç). 

De  mime,  si  dans  la  formule 

f — X  — .  ^ — y  —  ^*""* 
du  du  du    ^ 

dx  dy  dz  , 

on  regarde  les  coordonnées  x^  y^  z  comme  seules  varia-» 
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ïÀts  y  on  obtiendra  non  plus  les  équations  de  la  normale 
à  la  surface  u  =  o ,  mais  les  équations  d'une  courbe,  Hen 
géométrique  des  points  où  les  diverses  surfaces  représen- 
tées par  Téquation  u  =  c  sont  rencontrées  par  des  droites 
normales  qui  concourent  toutes  au  poiiKt  (ly  to^^)* 

Supposons  que  la  surface  courbe  que  Ton  considère 
Soit  représentée  fs^  une  écpiation  de  la  forme 

les  quantités  7-  »  ^  ?  ;7-î  seront  alors  remplacées  par 

iiu      di>    ,^d(v  du       ^  _i   ^^  dit      dp       dm 

di'^di'^li'"'  ^■'■^'*"^"*  ^'•■^"•"'^•••^ 

et  Téquation  du  plan  tangent  deviendra 

(du  ^dv        dw    ^      \ 


OU 


fdu    t^dv  ^^  dtv    .      \    i_      (^  _i     ^        ^  \ 

^{^'^di'^di  "'■••7  "*"  "^  v^  "^  ^+^+--7 

du         du        du  ,      dp  dp         dp 

div   ,       dw   .      rfiv  ^ 

Si  d'ailleurs  les  fonctions  u,  (^,  tv,  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes, la  première  du  degré  m,  la  deuxième  du  degré 
m  —  I ,  la  troisième  du  degré  m  —  2,  etc. ,  on  aura,  en 
vertu  ikvok  tbéorème  connu, 


du  .     du       ^u  dp    .      dp  dp 

22.  . 


'S"*-^*^-^*^  =  '"'*'  'di-^-^dÇ-^'^b^^"-")"'- 


94o  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

et  l'équation  du  plan  tangent  deviendra ,  en  ayant  égikrA 
encore  à  rëouation 


M-t-    «^       -H      «'...        =       Cy 


'du       d(f        div 
^dx       dx       dx 


(da       dç    ,   dw    .       \  ^ 


Dans  le  cas  où  l'on  regardera  J,  >7,  Ç  comme  des  cons- 
tantes, x^y,  z  comme  variables,  cette  dernière  équation 
représentera  une  surface  du  degré  m  —  i ,  lieu  géomé- 
trique des  points  de  contact  de  la  première  avec  les  plans 
tangents  menés  par  le  point  (J,  y? ,  Ç).  Si  la  surface  donnée 
est  du  second  degré,  la  seconde  se  réduira  simplement  à 
une  surface  du  premier  degré,  c'est-à-dire  à  un  plan,  et 
l'on  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Si,  par  un  point  donné,  l'on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  du  second  degré,  tous  les  points  de  contact 
feront  partie  d'une  même  courbe  plane. 

Sî  l'on  suppose  1^  =  0,  iv  =  o ,  l'équation  de  la  surface 
donnée  sera  w  =  r ,  et  celle  du  plan  tangent 

du  ^   ,   du      .   du  ^ 

Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à  une  surface 
par  un  point  donné  ipc^y^  z),  ne  la  rencontre  qu'au  point 
dont  il  s'agit,  ou  qu'il  la  touche  suivant  une  ou  plusieurs 
lignes ,  ou  qu'il  la  traverse.  Dans  les  deux  derniers  cas ,  si 
l'on  désigne  par 

/(x,  y,  z)  =  o 

l'équation  de  la  surface,  par  |,  y},  Ç  les  coordonnées  va- 
riables d'une  des  lignes  suivant  laquelle  ggtte  surface  est 
touchée  ou  traversée  par  le  plan  tangent,  ces  coordon- 
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fiées  vérifieront  nécessairement  les  deux  équations 

/(f,„0=o.  g(e-x)+|(,-j.)+g((;_,)=o. 

Lorsqu^on  peut  trouver  sur  la  surface  une  ou  plusieurs 
lignes  droites  qui  passent  par  le  point  {Xjyy  z),  chacune 
dç  ces  lignes  se  confond  nécessairement  avec  la  tangente, 
et  se  trouve  par  suite  comprise  dan^  le  plan  tangent. 
Alors  les  équations  qui  précèdent  doivent  pouvoir  être 
remplacées  par  deux  ou  plusieurs  équations  linéaires,  ou 
du  premier  degré  en  Ç,  y?,  ^;  et  si  cela  a  lieu  pour  tous 
les  points  de  la  surface,  ou  quels  que  soient  dc^jr^  z^  la  sur- 
face sera  du  nombre  de  ceUes  qui  peuvent  être  engendrées 
par  le  mouvement  d'une  ligne  droite ,  et  qu'on  nomme 
surfaces  réglées.  Parmi  les  surfaces  de  ce  genre,  on  doit  re- 
marquer les  surfaces  développables  qui  sont  touchées  par 
chaque  plan  tangent  suivant  une  génératrice.  Entre  les 
surfaces  développables  on  distingue  particulièrement  les 
surfaces  cylindriques  engendrées  parle  mouvement  d'une 
droite  qui  est  toujours  parallèle  à  eUe-même,  et  les  sur- 
faces coniques  dont  la  génératrice  passe  toujours  par  le 
même  point.  Les  ^i^rfaces  réglées  qui  ne  sont  pas  déve- 
loppables s'appeUent  gauches. 

184.  Applications,  i®'  Exemple  :  La  sphère 

X»  +  j*  4-  z»  =  R«. 

En  différentiant  on  a       xdx  +ydjr+  zrfz  =  o  ; 

l'équation  du  plan  tangent  est 

«(f— ^)+r(«— r)+«(Ç— «)=o,  ou  arf+j9  +  «Ç  =  R*; 

les  équations  de  la  normale  sont  -  =  -  =  -. 

La  normale  se  confond  donc  iivec  le  rayon  mené  au 
point  (jc,/,  .2),  et  le  plan  tangent  avec  un  plan  perpendi^ 
culaire  à  ce  rayon. 
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par  Téquation 

a*       6*         c 

En  différentiant,  on  trouve 

^    -  J^         dz      du X      du y      du 3 

^^igi^r— — »    ^~^^'    ^""^Âï*    Â~""? 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

X  y  1 

_  x(g-g)-f-^(,^)H-az(g-»)  _  x(f -x)-Hr(,.j>)+3«(g-«). 
«*   ,  j'*       az  o  ' 


«»  "^fc 


1 


C 


d'où  l'on  tire 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  normale  au  para- 
boloïde  elliptique  en  un  point  donné  est  comprise  dans  le 
plan  tangent  i^ené  par  ce, point  à  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution dont  l'équation  serait  de  \^  fprme 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  jc,  j'j  z  comme  seuls  va- 
riables, l'équation 

représente  un  second  paraboloïde  de  même  forme  que  1^ 
premier,   mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a 

pour  équation  * 

'    f  n 

2  2 

et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe   et  corres- 
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pondant  à  l'ordonnée 

Dans  cet.  n.én.ehypoU.é.,  l'é^Uon^  +^-^  =  ^-±1 


représente  un  plan  qui  coupe  les  deux  paraboloïdes  sui- 
vant une  eUipse,  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde 
donné  avec  les  plans  tangents  menés  par  le  point  (Ç,  iq,  ^). 
Si ,  entre  les  trois  équations 

ilo-'-l-o?    f!j.!2:-^±î  ^j.^1-,* 

on  élimine  ^  et  ^ ,  ou  ^ +^9  ^'^  trouvera 


ou 


(ii^)V(^)-=«. 


et  comme  on  ne  peut  satisfaire  à  cette  dernière  équation 
qu^en  posant  |  =  jc,  y?  =J^j  et  par  suite  Ç  =  -s,  on  en 
conclut  que  le  plan  tangent  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  point  (x,  j^,  jc). 

6"*  Exemple  :  Le^^dboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  Téquation 

X*      y^       TA     da 2j;       du ny      ^^  ^^       ^* 

L'équation  du  plan  tangent  est 

({  — x)x       {n—y)x  _{— g     ou— — '^=^^ 

les  équations  de  la  normale  sont 

_(f  — x)x+(f— r  )/+(€— g)  ag 
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ou 


Pour  obtenir  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  atec  le 
plan  tangent,  il  suffit  d'aasiiyétir  les  coordonna  £>  *?  9  C 
à  vérifier  à  la  fois  les  deux  équations 


<+» 


Or  si  entre  c^  dernières  et  Féquation  de  la  surface 
on  élimine  Ç  et  z,  ou  j»  +  Ç,  on  trouvera 


ou 


et  Ton  en  conclura 

f — X      9 — J       f  — X  9 — / 

Il  *  •  Il  *  '  • 

Ces  deux  équations ,  jointes  à  celles  du  plan  tangent, 
présentent  deux  droites  qui  sont  Tintersection  du  para* 
boloïde  avec  ce  même  plan  :  ces  deux  droites  peuvent  être 
regardées  c<Mnme  les  f^ératrices  de  la  surface. 

7"**  Exemple  :  Le  paraboloïde  hyperbolique 

L'équation  du  plan  Ungent  est 

nx  +fj=c(Ç4.  z). 
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les  équations  de  la  normale  sont 

Les  génératrices  sont  données  par  les  formules 

f=x,  9ar  +  f7  =  c(Ç— 2);  f=7,  9J?+f/=c(Ç— z), 

et  elles  sont  constamment  perpendiculaires  Tune  à  Taxe 
des  X ,  l'autre  à  Taxe  des  j^. 

8"*  Exemple  :  L'héliçoïde  représenté  par  Téquatiou 

«asoRarcBiûgf  r»  jj, 
ou 

aR  J        J 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 

Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de 
lignes  dont  Tune  coïncide  avec  la  génératrice,  c'est-à- 
dire  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  contact 
sur  Taxe  des  z, 

185.  Quelquefois  des  lignes  ou  des  pointa  placés  sur  une 
surface  courbe,  ofirent  des  particularités  dignes  de  re- 
marque, et  analogues  à  celles  que  présentent  les  points 
singuliers  des  courbes.  Parmi  les  points  singuliers  des 
sorfaœs^  on  doit  dîetiiiguer  caix  par  keâquek  on  peut 
faire  passer  une  infinité  de  plans  tangents.  En  chaque  point 
de  cette  espèce  les  valeurs  de  cos  X,  cos  \k^  cos  v  doivent 
être  indéterminées,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
deux  cas,  savoir  :  i^  quand  Tune  au  moins  des  quantités 
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du    du    du 

jZ^  'J'9  -j-  prend  une  valeur  indéterminée^  2^  quand 

ces  trois  quantités  deviennent  nuUes  ou  infinies.  Dans 
Fun  et  Tautre  cas,  Téquation  du  plan  tangent  devient 
identique ,  ou  renferme  au  moins  une  constante  arbitraire. 
Considérons,  par  exemple,  le  sommet  de  la  surface  co- 
nique représentée  par  Féquation 

le  plan  tangent  a  pour  équation  ^x+rjy=z  R*Çx.  Au 
^mmet  du  cône  qui  coïncide  avec  Torigine  des  coordon- 
nées, on  a  X  =  o,  j^=  o,  z  =  o;  Féquation  du  plan 
tangent  se  réduit  à  o  =0  :  la  position  de  ce  plan  est  donc 
indéterminée.  Pour  faire  disparaître;  cette  indétennina- 
tion ,  posons 

ar  =  rqpstf,     /  =  rsintf, 

d'où  Fon  conclut 


r 


Féquation  du  plan  tangent  devient  alors 

lcostt-|-9  sinttz=  Rb, 

et  ne  dépend  que  de  Fangle  u. 

Or  cet  angle,  qui  est  déterminé  pour  tous  les  points  de 
la  surface  conique  autres  que  le  sommet ,  cesse  de  Fètre 
pour  le  sommet  lui-même,  et  se  change  alors  en  cons- 
tante arbitraire  ;  car  il  y  a  une  infinité  de  manières  de 
satisfaire  aux  équations 

x=:rcDSif=o,     j^  =  rsîna  =  o. 

Aux  diverses  valeurs  de  cette  constante  répondent  une  i 
finité  de  plans  tangents  à  la' surface  conique. 
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Courbure  d^uoe  surface.  —  Rayons  de  courbure  dés  sections  faites  dans  la 
surface  par  des  plans  normaux.  —  Rayons  de  courbure  principaux. 


186.  On  peut  apprécier  la  courbure  d'une  surface  don- 
née au  point  (Xj  jr,  z),  en  étudiant  la  courbure  des  sections 
faites  dans  cette  surface  par  divers  plans  passant  par  ce 
point ,  et  parmi  ces  sections  il  importe  de  considérer  sui^ 
tout  celles  qui  résultent  de  Pintersection  de  la  surface  par 
les  plans  normaux ,  et  que  Ton  appelle  sections  normales. 

Soient  u  =o  Féquation  de  la  surface,  p  le  rayon  de 
courbure  de  Tune  des  sections  normales  relatif  au  point 
(x,jr,  z)  ;  $ ,  yj ,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
correspondant ,  on  aura 

et,  puisque  Textrémité^,  y?,  Ç  se  trouve  sur  la  normale  au 
point  (x  yjr,  z), 

f— -5 y— "j"  _  C— 'g 

du  du  du   ' 

dx  dy  dz 

On  aura  de  plus,  comme  nous  Ta  vous  vu^ 
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et ,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  u  =  o , 

du  ^  du  '        .  du  ,       .   d*u  ^  .   .   d^u  ,    ,   ,    d*tt   _  ^ 

dx         ^  dy     -^^dz         ^  dx*  df*    -^    ^  dz* 

d*u  d^u  d*  u 

du  ,        ,    du  ,        .    du  ^^  -^  - 

en  poaaut^  pour  abréger, 

_  d^u  dx*  d^u  dy*  d^u  dz*  d^u   dy  dz 


«ir*   ^*  dy"*   ds*  dz*   ds*  dydz  ds  ds 

d*u  dz  dx  d*u  dx  dy 


dzdx  ds  ds  dxdy  ds  ds 

Fm«»i.  m  «Itre      R  =  v/ (s)"  +  (  J  )"  +  (£)'  • 
il  viendra 

du  du  du 

dx  dy  dz 

_  V/(f— x)'  +  (,-J.)'H-(C-8)' .     , 

•*-•       ■■  ■  ■     I  ■■■■I.    ■■  I .       .1     .^.     .  ..  ■      ,  ,1.,.-  ^^  *T^  — 


>/(' 


rfa\*   .   fduy   .   /€/a\» 


donc    i=f=îLz:i:=^il=db^=- ^. 

du  du  du  R  Q 

^  4r  ^ 

«t  par  suite 

/>  R 

Cette  «leraîère  équation  donnera  la  valeur  du  rayon  de 


TRBMTB-TROISIÈME    LBÇON.  25  X 

courbure  d'une  section  nonoale  quelconque.  Dans  ces 
formules,  R  représente  ime  fouclîon  eonnue  des  coordon- 
nées Xjy^z\  quant  à  la  quantité  Q ,  elle  peut  être  expri- 
mée en  fonction  de  ces  coordonnées  et  des  angles  a ,  6 ,  )^, 
que  f<Mrme  avec  les  axes  la  tangente  menée  par  le  point 
(x ,  y ,  ^  )  à  la  section  normale  que  Ton  conndère.  On  a 
en  effet 

dx  ^      dy  dz 

cos*  =  ^,     cosC=;^,     cosy  =  -, 

et  par  suite 

d*u  d*u        ^      d^u  d*u        ^ 

Q=-r-rCOS*«H — r-iC08*b  +  -r-TC0S*y  +  2  ,    -  cosbcosy 
or*  a/*  ois*  dydt 

d*u  ,       d^u  ^ 

+  2    ,    ,     COSy  C0S«  +  2    -     -    ces»  COSb. 

dzdx  daufy 

n  suffira  donc  de  donner  avec  le  point  (x,  y,  z)  la  tan- 
gente à  la  section  normale  pour  déterminer  le  rayon  de 
courfmre  p  de  cette  section. 

i87.  Lorsqu'on  passe  d'une  section  nwnnaïe  à  l'autre 
sans  déplacer  le  point  (x^j^,  z),  les  angles  a,  6,7,  et 
par  suite  Q9  |0  et  |,  y?,  (^  changent  de  valeur^  si  dans  ce 
passage  la  quantité  Q  change  de  signe,  le  rayon  de  cour^ 
bure  de  l'une  des  sections  normales  sera  déterminé  par 

l'équation  -  =  ^ ,  et  le  rayon  de  courbure  de  l'autre  par 

l'équation  ~:3:::  '^  ^  :  alors  masai^  puisque  /a  et  R  sont  es- 
sentiellement  positifs,  et  que  de  plus  les  quantités 
S*  T^  dz  *^*  indépendantes  de  a,  6,  y,  il  faudra  né^ 

cessairement  que  les  diflSrences  Ç — ar ,  >j  — jr^  Ç —  z  chan- 
gent de  signe  avec  Q.  Donc  les  deux  centres  de  courbure 
seront  situés  k  Tégard  du  point  (x,  j",  z)  l'un  d'im  c6té, 
l'autre  de  l'autre ,  sur  la  normale  menée  par  le  même 
point  à  la  surface. 
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Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales, 
menées  par  un  même  point,  ont  entre  eux  des  relations 
remarquables,  que  Ton  mettra  en  évidence  en  examinant 
comment  le  rayon  de  courbure  varie  avec  les  angles 
a,  6,  y.  Pour  y  parvenir  on  a  recours  à  une  construction 
géométrique  très  simple ,  qui  consiste  à  porter  sur  chaque 
tangente  ixae  longueur  ^ale  à  la  racine  carrée  du  rayon 
de  courbure  correspondant.  Les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs forment  une  courbe  plane  qui  est  du  second  de- 
gré :  en  effet,  si  Ton  appelle |,  yj,  Ç  les  coordonnées  de 
Tune  de  ces  extrémités ,  on  aura 

f— X=rf»'C0S«,      V— J^pâ'cosC,     Ç — z  =  p»'cosy, 

et  en  plaçant  Torigine  au  point  (x^jr^  z)^ 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  cos  oc ,  cos  6 ,  cosy 
et  les  substituant  dans  Téquation  Qp=^  ±:R,  où  Ton  a 
d'abord  mis  à  la  place  de  Q  sa  valeur  en  fonction  de  ces 
cosinus,  il  vient 

d^u  y-,   .        d*u  ^         __ 
Çf  +  2  --— ff  =  R. 


dzdx  dxdjr 

Cette  dernière  équation,  quand  on  y  considère  |,  13,  Ç 
comme  seuls  variables,  représente  une  surface  du  se- 
cond degré  qui  renferme  la  courbe  plane,  lieu  de  toutes 
les  extrémités.  Cette  courbe,  dont  le  centre  coïncide  avec 
Torigine  actuelle,  ou  avec  le  point  (a:,j',  z),  est  donc 
bien  réellement  une  courbe  du  second  degré  complète- 
ment déterminée  par  Téquation  de  la  surface  et  celle  du 
plan  tangent  qui ,  dans  Thypothèse  où  Ton  prend  le  point 
(jr ,  jr,  z)  pour  origine ,  en  posant  x=o^jr=OyZ=ro^  se 
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réduit  à  •  • 

ou,  en  appelant  X,  jui,  v  les  angles  que  la  nonnale  à  la 
surface  fait  avec  les  axes, 

(  cosA  +  9  cos^  H"  Z  <^^'  =  ^* 

Les  équations  de  cette  ligne  se  réduiraient  encore  à  une 

forme  plus  simple  si  Ton  prenait  pour  plan  jcy  le  plan 
tangent  mené  par  le  point  (x^j-^  z)\  alors,  en  effet,  on 
aurait  ^  =  o,  et  Féquation  de  la  coiu*be  dans  son  plan 
serait 

d*u  ^,    .        du*'       ,    d*u   ^       _,  ^ 

On  voit  alors  clairement  que  cette  courbe  sera  une  ellipse 
si  la  différence  f  -^-j-j  ■ —  ^i  X  ^-7  est  négative  -,  deux 

hyperboles  conjuguées  si  cette  différence  devient  positive  •, 
deux  droites  parallèles,  si  la  même  différence  se  réduit  à 
xéro. 

Ajoutons  que  l'ellipse  se  transformera  en  cercle  si  Ton  a 

d*u        d*u        d^u 


dx*        djr*^     dxdjr 


=  0^ 


cl  se  réduira  à  un  point,  si  Ton  a  de  plus  R  ;=  o.  Comme 

on  peut  d'ailleurs  choisir  arbitrairement  le  plan  :tj^,  le 
raisonnement  qu'on  vient  de  faire,  est  évidemment  ap- 
plicable à  tous  les  points  de  la  surface  |)roposée. 

188.  Pour  chaque  section  normale,  les  coordonnées 
1 ,  7}  du  point  situé  sur  la  tangente  à  Vextrémité  de  la  lon- 
T.  I.  '  23 
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gueur  p'  vérifiéut  Ioujoimb  une  seule  des  deux  équalioiis 

« 

d^u  ^  d*u  ^         d*u  _ 

Si  dans  le  passage  d'une  section  normale  à  une  autre ,  le 
premier  membre  de  ces  équations  eh^nge  de  signe,  on 
devra  employer  tour  à  tour  ces  deux  équations,  qui  cor- 
respondent ,  la  première  a  Téquation  -  =r  ~ ,  la  seconde  à 

Téquation  -  =  —  --.  Alors  aussi  nécessairement  les  rayons 

de  courbure  de  ces  deux  sections  normales  seront  dirigés 
en  sens  contraire  :  au  reste  ce  premier  membre  ne  peut 
changer  de  signe  que  dans  le  cas  où  la  différence 

/  d*u  Y  ^  rf'tt      d*u 

est  positive ,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  courbe  est  for- 
mée du  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  de 
deux  hyperboles ,  dont  Tune  a  pour  axe  réel  Taxe  imagi- 
naire de  Tautre,  et  réciproquement.  Dans  ce  cas  le  plan 
tangent  à  la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux 
parties  dont  Tune  renferme  les  sections  normales  dont  le 
rayon  de  courbure  se  dirige  dans  un  sens,  tandis  que 
Tautre  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayon  de 
courbure  est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire ,  lors- 
que la  courbe  est  une  ellipse,  toutes  les  sections  normales 
ont  leur  courbure  tournée  dans  le  même  sens ,  ce  qui  sup- 
pose que  la  surface  courbe  est  située  tout  entière  d'un 
même  côté  du  plan  tangent. 

Puisqu'il  existe  des  relations  nécessaires  entvx:  les 
rayons  vecteurs  relatifs  à  certaines  lignes  du  second  de- 
gré et  les  rayons  dé  courbure  des  diverses  sections  nor- 
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maies,  toute  propriété  de  ces  rayons  vecteurs,  toute  re- 
lation qui  les  fait  dépendre  les  uns  des  autres,  entrai*- 
nera  nécessairement  une  propriété  correspondante  des 
rayons  de  courbure  et  établira  entre  eux  des  rdlations 
plus  ou  moins  importantes^  qui,  dans  on  grand  nombre 
de  cas ,  permettront  de  les  déduire  les  uns  des  auU*e8. 

Ainsi ,  puisque  dans  une  courbe  du  second  degré  il  y 
a,  en  général,  deux  rayons  vecteurs  principaux,  dont 
chacun  est  un  maximum  ^  ou  un  minimum,  il  y  aura  aussi 
pour  les  surfaces  46ux  rayons  de  courbure  principaux 
maxima  ou  minima.  Nous  nommerons  sections. princi- 
pales les  deux  sections  normales  auxquelles  correspondent 
ces  deux  rayons  de  courbure.  Les  deux  rayons  vecteurs 
principaux  étant  perpendiculaires  l'un  à  Tautre,  les  plans 
des  sections  principales  se  couperont  aussi  à  angle  droit  et 
les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés  dans  le 
même  sens,  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  des  rayons  vecteurs,  sera  une  ellipse 
ou  la  réunion  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Ces  rayons 
de  courbure  représenteront  dans  le  premier  cas  un  maxi- 
mum et  un  minimum;  dans  le  second  deux  minima.  En 
d'autres  termes,  si  la  courbe  du  second  degré  est  une 
ellipse,  ces  sections  principales  seront  des  sections  norma- 
les de  plus  grande  et  de  moindre  courbure;  mais  si  cette 
courbe  est  Fensemble  de  deux  hyperboles,  les  sections 
principales  seront  Tune  et  l'autre  des  sections  normales 
de  plus  grande  courbure ,  seulement ,  leurs  courbures  se- 
ront dirigées  en  sens  contraires  :  dans  la  même  hjrpo- 
thèse,  les  sections  normales  dont  les  plans  renfermeront 
lea  asymptotes  communes  aiux  deux  hyperboles,  auront 
évid^nment  des  courbures  nulles,  ou  des  rayons  de  cour- 
bure infinis  ;  donc  les  plans  des  deux  sections  normales 
dont  les  courbures  s'évanouiront  formeront  d(*s  angles 
«gaux  avec  les  plans  <les  sections  principales. 

23.. 
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Si  TeUipse  se  change  en  un  cercle,  tons  les  rajout  de 
courbure  seront  égaux  :  on  pourra  alors  désigner  par  le 
nom  de  sections  principales  deux  sections  normales  quel- 
conques dont  les  plans  se  couperont  à  angle  droit.  Si  la  li- 
gne j  lieu  des  extrémités ,  se  compose  de  deux  droites  pa- 
rallèles, que  Ton  peut  considérer  comme  représentant  une 
ellipse  dont  le  grand  axe  est  infini ,  les  sections  principales 
correspondront  à  une  valeur  minimum  et  à  une  valeur 
infinie  du  rs^yon  de  cobrbure.  Enfin,  si  la  quantité  R 
s'évanouissait,  toutes  les  sections  normales  auraient  des 
rayons  de  courbure  nuls  ou  infinis. 

On  sait  encore  que  si  dans  une  ellipse  on  dans  l'ensem- 
ble de  deux  hyperboles  conjuguées  on  mène  deuji:  rayons 

r^,  r"  perpendiculaires  Tun  à  l'autre,  la  sonmie  -i;  ±  -^ 

sera  une  quantité  constante  égale^  au  signe  près,  à  —  di  t^, 

a  elb  étant  les  deux  axes  principaux  des  courbes.  Donc, 
en  appelant  p^ ,  pt  les  rayons  de  courbure  principaux,  p\  p" 
les  rayons  corresgpndants  aux  rayons^  vecteurs  r'  et  r', 
réquation 

;./»  —  //.       ~\a'—  6»/ 
entraînera  nécessairement  la  suivante 

4 

P  t'  \Px  PtJ 

Donc,  si  après  avoir  mené,  par  un  point  (x,  jj  z) 
d'une  surface  courbe,  deux  plans  rectangulaires  entre 
eux  et  normaux  à  cette  surface,  où  divise  successivement 
l'unité  par  chacun  des  rayons  de  courbure  des  deux  li- 
gnes dJintersection ,  la  sonune  des  quotients  sera  one 
quantité  constante ,  pourvu  que  dans  cette  aomme  on 
prenne  toujours  le  signe  -|-  pour  les  rayons  de  courbure 
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dirigés  dans  un  certain  sens,  et  le  signe  —  pour  ceux  qui 
sont  dirigés  en  sens  inverse.  La  somme  dont  il  s'agit  seni 
égale,  au  signe  près,  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
quotients  que  Ton  obtieiit  en  divisant  Tunité  par  les 
;*ayons  de  courbure  principaux. 

189.  Si  Ton  suppose  la  courbe  du  second  degré  rap- 
portée à  ses  axes  principaux,  ^n  équation  doit.se  ré- 
duire à 

et  Ton  aura  en  conséquence 

dxdjf 


z=  o. 


De  plus,  si  Ton  appelle  a ,  6  les  anglçs  qu'un  rayon  vec- 
teur quelconque  r  (ait  avec  les  axes  principaux,  ce  rayon 
vecteur  paitant  du  centre  se  trouve*  déterminé,  si  la 
courbe  est  une  ellipse,  par  Téquatiou 

--  =  --  co!f*«e-|-  T- cos*C  =  —  cos*«  -f-y-  sin*«. 

et  si  la  courbe  est  une  hyperbole,  par  l'équation 

rt--  ==--  C08*« —  7-cos*b  z=  --cos*«  -^7-  sm*#f; 
on  aura  donc  aussi,  en  ayant  égard  aux  équations 

r=V/?,     €1=1/^7,      ^=V/p., 

II  .     I    . 

-  •=  — ,co»*flt  A sm'«. 


ou 


_.    *        I  I    . 

±-  =  —  cos*»  — --  sm'tf. 


P  Pi  Pa- 

On  arriverait  directement  à  ces  équations  de  la  manière 
suivante.  Quand  on  prend  pour  plan  xy  le  plan  tangent 
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à  la  surface,  et  pour  axes  dans  ce  plan  les  aices  princi- 
paux, on  a 

et  la  valeur  de  Q  se  réduit  à 

Qd^u  d*u  ^       d*u  d*u    . 

=r  -7 —  cos*  «  -f-  -; —  cos*  C  =  -, —  cos'«  H — r^  sin**. 
dx*  djr*  dx^  dy* 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  met  à  la  place  de  Q 
sa  valeur  di  y-  ,  il  vient 

I         ,    I  fd^u  d*u   ,    ^    \ 

-  =  ±:;r(   -1 — COS*<l-f--7— -Sin'«    h 

et  comme  pour  obtenir  les  rayons  de  couii>urc  princi- 
paux jOi ,  pti  il  faut  poser  successivement 


•  =  o, 

on  trouvera 

I       ^,     I  d*u 

I          .1  d*u 

et  par  suite 

, 

-=r  ±  —  COS*«  d=  — SHI*  a. 

P  Pt  P. 

Les  quantités  -j-^ ,  ^— ^  étant  nécessairement  des  quan* 

tités  de  même  signe  dans  le  cas  où  la  couribe  est  une 
ellipse ,  de  signes  contraires  quand  eUe  est  formée  de  deux 
hyperboles  conjugées ,  on  en  conclut  que  la  dernière  des 
équations  qui  précèdent  so  réduit ,  dans  le  premier  cas , 
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h  la  formule 

-=r—  coê*«  4-  —fin**, 

cl  dans  le  second,  à 


III 
-  =  — cos*«  —  — 

p      Pi  p» 


±-  =  — cos*«  —  —  sin*«. 


Il  existe  donc  une  relation  très  simple  entre  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  liormale  quelconque  et  Tes  deux 
rayons  de  couiimredeft  sections  principales,  relation  qui 
permet  de  calculer  facilement  ce  rayon  de  courbure  quel- 
conque quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, et  les  angles  que  la  tangente  à  la  section  normale 
fait  avec  les  tangentes  aux  deux  sections  principales. 
Si  la  courbe  devenait  un  cercle ,  on  aurait 

ft  =  P»  =  f. 

Si  cette  ligne  était  formée  de  deux  droites  parallèles, 
Fun  des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  p,  par 

exemple,  serait  infini;  —  serait  nul,  et  p  serait  donné 
par  Téquation  très  simple 

i  •  ' 

p  =:  —  COS*tf, 

Pi 

pp,  ±=  cos*  a  ; 

Pi  serait  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  aurait  pour  tangente  la  perpendiculaire  me- 
née aux  deux  parallèles  par  le  point  {x^y^  z). 

Concevons  que  le  rayon  de  courbure  p  étant  donné  par 

Téquation 

I  .1  I    I    . 

—  =  ±  —  cos*  ût  ie:  —  sm*  ^ , 
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on  censidère  un  second  rayon  de  courbure  p'  correspon- 
dant à  Fangle  a'  =  a  -| — ,  on  aurait 

-r  =±  —   «in*«  ±  —  C06>«. 

f  P.  P« 

et  par  conséquent 

équation  qui  renferme  le  théorème  énoncé  plus  haut. 


i 
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Détermination  analytique  des  seetions  de  oourbure  principales  et  des 
rayons  de  courbure  princlpanx.  —  Rayon  do  courbure  oud^uno  courbe 
quelconque  tracée  sur  la  surface. 


190.  Concevons  â  présent  qifc  l'on  veuiUe  déterminer 
dans  l'espace,  pourun  point  quelconque  (a:,j,  z)delasur. 
face  donnée,  la  direction  des  tangentes  aux  sections  de 
courbure  principales,  et  les  rayoAS  de  courbure  princi- 
paux, n  suffira  évidemment  de  chercher  le  maximum  et 
le  minimum,  ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

en  supposant  les  coordonnées  | ,  y?  ,  (^  liées  entre  elles  par 
les  deux  équations 

.  <*»  du       fdu 

Par  suite  on  reconnaîtra  que  les  valeurs  de  ^,  199  ^  cor- 
respondantes aux  rayons  de  courbure  principaux ,  devront 
satisfaire  à  Téquation 

dfz=o,     ou     î(ff -f-jj^/^-f- Çfl^u  =  a, 
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après  qu'on  aura  éliminé  d^^  dm  ^  d^  k  Taide  des  diffé- 
rentielles des  deux  équations  qui  lient  entre  elles  ces  va- 
riables, différentielles  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


/d*u^  .     d^m        .    d^u^\.^  ,  fd*m  ^     d^a     .    rf*i«  A^ 

du     ^       du  du 

Pour  faire  cette  élimination ,  multiplions  la  première  de 
ces  deux  équations  par  tm  coefficient  indéterminé  —  S ,  la 
seconde  par  un  coefficient  ^déterminé  —  T,  et  après  les 
avoir  ajoutées  à  Téquatioi» 

égalons  à  o  les  coefficients  des  différentielles  dl^^  rfw,  d^. 
On  trouve  de  cette  manière 

d^u  ^        d*u  d*u  Y  ^  du 

5^  ^ "^  S^ '"*"  SÂ  ^  =  ®^  +  "^  di' 

Si  Ton  ajoute  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  par  |,  »,  Ç,  on  trouvera,  en 
ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent, 

f 

Le  facteur  S  ne  diilère  donc  pas  de  la  quantité  déjà  dési- 
gnée par  Q.  Si  l'on  substitue  pour  S  cette  valeur  Q,  il 
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vieudra 


rf'M  .  .    rf»a 


dxd% 
d'où  l'on  tirera 


a(i^-«)(^-«)-(iiy] 

daV    d*u   d^u        fd^u         \  d^u 


nz=z  « 


rfzL  dydz  dxdy ""  V^        ^^^  J 

'■|[(ï^-"Q)(^-Q)-(^y]  }-=••" 

^&L  dxdydzdx  \dp  ^Jdpdb^  J 
<ia?L  <Ô^^  «te^r  \^  J  dzdx  J 
4rL  dxdydzdx        \dx^       ydj-dz    J( 

»  désignant  un  coefficient  dont  on  déterminera  facilement 
la  yaleur.  En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  | ,  u ,  f , 
dans  les  deux  équations 

on  tronvera,  i^ 

i. 


U 


U*  désignant  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  » 
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dans  les  valeurs  de  | ,  tq  ,  Ç  ^  2° 

+(i)'p-«)(^-«)-(S)i 

«„  /-(S)'[(&-')(^-«)-(aj] 

^  du  dur  d*u    d*u  d*u    /d*u  ^  NI 

dx  dz  x^dxdy  dzdx        dydz  \dx^  )\ 

du  dur  d^u     d*u   d^u  fd^u  _  N"] 

dz  dxx^dydz  dxdy        dzdx\djr*  /J 

\  du  du  r  rf*«     d*u  _    d*u  fd*u  _  Ni 

Cette  dernière  équation  du  deuxième  degré ,  par  rap- 
port à  Q,  donnera  les  deux  valeurs  de  cette  inconime 
correspondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux.  Ces 
rayons  de  courbure  principaux  seront  ensuite  donnés  im' 
médiatement  par  Téquation 

Connaissant  Q  et  ^,  on  pourra  calculer  v,  puis  ^,  19,  (, 
ou  les  coordonnées  des  deux  points  situés  sur  les  tangentes 
aux  sections  principales;  et  enfin  les  cosinus  des  angles 
que  ces  tangentes  font  avec  les  axes,  à  Taide  des  équations 


CO»«    =  -7">        ^^^   ^ 

p" 

— ,      cosy  =    . 

1 

OU,  à  cause  de    v  =  db  rr, 

p^=  ±l\}u. 

ç. 


C08«    =   ±|j,         008^  =±0^,         OOSy  =  d:  ^. 

|t  >  >îi  ï  Çi  ne  dépendent  pas  de  » ,  mais  seulement  de  Q 

,  ,.    du     du     du 

et  des  quantités  -j-.  -7-»  -^  ,  etc. 
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Remarquons  que  Ton  peut  calculer  T  quand  on  con- 
naît »,  et  que 9  par  conséquent,  le  problème  précédent 
est  complètement  déterminé. 

191.  Lorsque  les  variables  x^y^  z,  sont  séparées  dans 
Téquation  u  =  o  de  la  surface,  on  a 

d^u  d*u  d*u 

dydz  '     dzdx  '      dxdjr  * 

les  équations  qui  donnent  £,  >?,  Ç  et  Q,  deviennent 


f»a         _  "'"   d*u 


-^        .ML-. 

d*u        ^~^   d*u         ^  ^'  d^u        ^   ""      * 

--—0       1 Q       -^ Q 


dx^  dr*  dt* 

Dans  la  même  hypothèse ,  la  quantité  T  et  les  trois  angles 
A ,  6 ,  y  seront  déterminés  par  les  équations 


(è-Q)"«-    (^-<2)««'    (ï~q)«»> 


T= 


0 


Prenons  pour  premier  exemple  l'ellipsoïde 

X*         r»         z* 
0)  1-  r-  -i =  ï  î 
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et  par  conséquent 

La  valeur  précédente  de  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  génératrice  qui  coïncide  effectivement  avec  Tune 
des  sections  principales  de  la  surface  de  révolution.  L^é- 
quation  qui  donnait  Q  s^est  trouvée  réduite  dans  ce  cas 
particulier  au  premier  degré,  de  sorte  que,  pour  détermi- 
ner le  second  rayon  de  courbure  principal ,  il  faut  remon- 
ter aux  équations  qui  lient  $ ,  >? ,  f  avec  Q  et  T ,  équations 
qui  deviennent 

(Q  +  [/'(x)]«  +/{x)r(x)  }  f  =  T/(x)/'(x) , 
(i~Q)i,  =  Tjr;,    (,— Q)Ç  =  T«,  ■ 

et  que  l'on  vérifie  en  prenant  Q=i,T  =  o,|  =  o. 

En  donnant  cette  seconde  valeur  à  Q,  on  ti'ouvera  pour 
la  valeur  correspondante  de  p 

P  =  ±R  =  ±/(x)V^i+[/'(x)l»=N, 

N  étant  la  normale  de  la  génératrice. 

De  plus,  Téquation  |  =  o  entraînera  la  suivante 
cosa=o,  de  sorte  que  la  section  principale,  dont  N  est  le 
rayon  dé  courbure  ^  a  pour  tangente  une  droite  comprise 
dans  un  plan  perpendiculaire  h  Taxe  des  x. 

192.  Les  formules  générales  précédemment  obtenues 
se  simplifient  lorsque  Ton  suppose  Téquation  de  la  sur- 
face résolue  par  rapport  à  z,  et  réduite  à  la  forme 
z  =f{Xjjr)'^  alors,  en  posant 

-,        .  dz  dz 

rf'z  d*z  d'z 


=  '>    Xi  =  '' 


dx^  dxdy  df 


] 
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on  trouvera 

du  du  du 

d^u d*u d'^u d*u   

^»""''*     ^~^'     ■^"~"^*     '^■~^' 

d^u  d*u  ^         .  y         — 

Q  =  rco5*«-f-  2f  oosAcosC  +  roos*?, 

/>  00S«  -h  y  008^  =  008y  ; 

et  les  deux  équations  de  la  courbe  plane  qu^on  obtient  en 
portant,  à  partir  du  point  Ipc^y^  z)^  sur  la  tangente  à 
chaque  section  normale,  des  longueurs  égales  &  la  racine 
carrée  du  rayon  de  courbure  de  cette  même  section, 
seront 

Les  rayons  de  courbure  principaux  sont  toujours  dé- 
terminés par  la  formule 

dpsz(d(-+-  9rf^-f.ÇrfÇ  =  o, 

de  laquelle  on  devra  éliminer  d^,  dn^  d^^  à  Taide  des 
équations  différentielles 

{r(-hsn)dS'h(s(-i',tn)dn  =  Oy    pd( -h  qdifz=  d^; 
or,  si  l'on  élimine  d'abord  dÇ,  on  aura 

(î  H-/?ç)^î -^  (^ + 7?)^^  =  o> 

d*où  l'on  conclut 


'   ( 


T.  I.  24 
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et  par  suite 

OU,  mettant  pour  Ç  sa  valeur  pi  -+•  çv^ 

[r— (/>*-+-  i)Q]f  4- (^-/^^)f  =  o, 

(j-/;yQ)f4-[r-(ç»-M)Q]»  — o, 

[r-(p*-hi)Q][/-(y--f-  i)Ql-{i-/^Q)*=o, 

Q'(/>»-hy*-M)— [  {p*-h  I  )  ^— 2/>^J-f-(^»-h  i)  r]  Q  -hrf — ^•=  o. 

On  trouvera  encore 

i//>» -4- ^*  4- I 


I»    «I 


1/[Gp»  -h  I  )*— /^rl»-h  (/>»4- y»4-  I  )[(/?»  H-  I  )Q—  r]» ' 
On  tirera  enfin  des  formules  qui  précèdent 


cos«  cosC 


oosy 


L'équation 

{p^  -+■  5r*4-  t)  Q*—  [(/>*H-  I  )t^iipqs'^  (g^-hi)  r]  q^rt—s* 

=  AQ»4-BQ-hC=o 

donnera  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  Q.  On  aura 
en  effet 

195.  Quand  on  connaîtra  les  deux  valeurs  Q'  et  Q^de 


^ 
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<J,  on  déterminera  facilement  et  le^deux  rayons  de  cour- 
bure principaux ,  et  les  directions  des  tangentes  menées 
parle  point  {pCy  j^  z)  aux  sections  principales. 

Comme  le  produit  (^(^  de  ces  deux  racines  est  égal  à 
ri  —  i',  elles  seront  de  même  signe  u  Ton  a  rt — s*  >  o , 
et  les  deux  rayons  de  tx)urbure  dirigés  dans  le  même  sens 
seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  de 
courbure  p.  Si  Ton  avait  ri—  5*  <  o,  les  deux  racines 
de  Téquation  seraient  des  quantités  de  signes  contraires, 
et  les  rayons  de  courbure  dirigés  en  sens  contraire  repré- 
senteraient  deux  valeurs  minima  de  p.    Si  Ton  avait 
rt  —  s*  =0,  l'une  des  racines  s^évanouirait,  et  la  valeur 
maximum  de  p  deviendrait  infinie  :  donc  alors  une  des 
sections  principales  aurait  une  courbure  nulle.  H  est  aisé 
de  s'assurer  que  cette  circonstance  a  lieu  en  cbaque  point 
d'une  surface  développable  :  par  conséquent  les  valeurs 
der,  f,  5,  tirées  de  l'équation  d'une  semblable  surface , 
vérifient  la  formule  rt  —  5*  =  o,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  coordonnées  x^y,  z. 

Les  deux  valeurs  Q'  et  Q"  deviennent  égales  dans  le 
cas  où  B*  —  4AC  =  o,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que 
les  deux  carrés  dont  se  compose  cette  différence  soient 
séparément  nuls,  ou  sans  que  l'on  ait  à  la  fois 

pqr^{p*-\-  i)f  x=o,     (/?»-!-  1)/— (^"-f- f)r  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même. 


Or  dans  cette  supposition ,  l'équation  qui  donne  Q,  c'esl- 
à-dîre 

24. 


L 
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devient 

(r  —  AQr)  {t  —  Â^i)  —  (*  —  kQsy  =  o , 

d'où  Ton  tire ,  en  remarquant  que  dans  le  cas  dont  il  sV 
git  7t  —  5*  n'est  pas  nid, 

I  r      s  t 

Donc  alors  la  valeur  de  Q,  et  par  conséquent  celle  de  f, 
est  indépendante  des  angles ,  a ,  6 ,  y ,  ou  des  coordonnées 

Et  en  eflfet^  T  équation 

II  I    . 

-  =  -  cos*«t  H —  sin*a 

se  réduit,  à  cause  de  p,  =  |9,,,,  à 

I       t   /  .       ^       i 

-  =  -  (cos"«  -h  sm  »«)  :^  -  . 

pp.  '        Pr 

On  trouverait  aussi  que  dans  ce  cas  les  valeurs  des  coor- 
données $ ,  yj ,  Ç  9  ou  des  angles  a ,  6 ,  y  qui  correspondent 
aux  rayons  de  courbure  principaux,  sont  indéterminées. 

Les  points  de  la  surface  pour  lesquels  toutes  tes  sections 
normales  ont  la  même  courbure  s'appcilent  des  ombilics. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  priiu;ipaux  sciant 
égaux  et  dirigés  en  sens  contraires ,  il  est  nécessaire  que 
dans  Féquation  AQ'  +  BQ  4-  C  =0  le  coefficient  de  Q 
s'évanouisse,  et  que  l'on  ait  en  conséquence 

(/>*  -4-  i)t  —  2/>^j  -h  {q*  -I-  i)r  =  o. 

Remarque.  On  démontrerait  plus  simplement  la  realité 
des  racines  Q'  et  Q",  en  supposant,  ce  qui  est  toujours 

permis ,  que  Ton  a  pris  pour  plan  xy  un  T>lan  parallèle  au 
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plan  tangent  mené  par  le  point  (x^j^  z).  On  aurait  en 
eiTet ,  dans  cette  supposition  , 

P  =  o,    ^  =  o; 
Téquation  qvd  donne  Q  deviendrait 

d  ou 

la  quantité  sous  le  radical  est  essentiellement  positive , 
donc ,  etc. 

194.  Considérons  toujours  une  surface  courbe  repré- 
sentée par  Téquation  u  =:  o,  et  sur  cette  surface  une 
courbe  quelconque  passant  par  le  point  (pc^y^  z).  Si  Ton 
nomme  s  L'arc  de  cette  courbe  pris  pour  variable  indé- 
pendante, €4  P  sou  rayon  de  courbure  correspondant  au 
point  (x,j^,  z\  led  cosinus  des  angles  formés  par  ce  rayon 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  seront 
(n«  166) 

d*x  d^y  d^z 

^'^'       ^lî^'       ^'dF' 

Si  de  plus  on  mène  la  normale  à  la  surface  en  ce  même 
point,  et  si  Ton  fait,  pçur  abréger, 


les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  normale  et  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives ,  seront  respective- 
ment 

t    du       i   du        i  du 

Cela  posé ,  soit  i  Fangle  que  fait  la  normale  avec  le  rayon 
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de  courbui^,  on  aura 

du  du  ^^         du  , 

^        V   dx  dy     ^        dz 

R  ds^ 

D'ailleurs  en  différentiant  deux  fois  de  suite  Téquation 
u  =  o,  et  désignant  par  a,  6,  y,  les  angles  que  forme  la 
tangente  prolongée  dai^s  un  sens  ou  dans  um  autre  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  en  tirera, 
comme  nous  Tavons  déj4  vu, 

du  .^        du  ^^        du  ,  -, 

la  valeur  de  Q  étant  déterminée  par  réquittion 

^      rf*a       ,        d^u        ^       d*u 
Q  =  3^cos*«  -h^-^cos*»  -h  -rr  cos'y 
«r*  dy^  <fc* 

d^a        ^  d*m  d^u  ^ 

-h  a   -    -  cosb  cosy  -f-  2   -   ,   cosy  cos«  H-  a  - — r-  cos«  cosb. 
dydz.  dzdx  djfdy 

et  Ton  aura  par  conséquent 

.        F  ^        cos^  Q  R        I. 

008^"=:— -Q,       =  —  ^,      P  =  — —-cos*^. 

R  ^'         P  R'  Q 

Des  trois  quantités  R,  Q  et  d,  la  praadère  R  dépend  uni- 
quement de  la  position  du  point  (x^  y^  z)  sur  la  surface; 
la  seconde  Q  dépend  à  la  fois  et  de  cette  position ,  et  de 
la  direction  de  la  tangente  à  la  co\irbe  tracée  sur  la  surface; 
d  représente  toujours  Tun  des  angles  Cormes  par  le  plan  os- 
culateur  de  la  eourbe  avec  le  plan  tangent,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  par  la  normale  principale  de  la  courbe, 
avec  la  normale  à  la  surface.  Cela  posé,  il  est  dair  que  si 
l'on  donne  avec  le  point  (j:,  y,  z) ,  la  tangente  à  la  courbe, 
et  le  plan  osculateur,  ces  quantités  Q  et  R  seront  connues, 
ainsi  que  cos  $  \  on  pourra  donc  déterminer  le  rayon  de 

courbure  à  l'aide  de  l'équation  P  ==  —  —  cos  d.  De  plus , 


comme  les  quantilés  P  et  R  soutessentiellcmexit  posilives, 
cos  ^  et  Q  devront  être  de  signes  contraires  ;  et  comme 
on  connaît  le  signe  de  Q,  on  pourra  dans  tous  les  cas  dé- 
terminer le  signe  de  cos^,  et,  par  conséquent,  le  sens 
dans  lequel  on  devra  porter  le  rayon  de  courbure  F  sur 
la  normale  principale  de  la  courbe  proposée. 

195.  Si  Ton  voulait  avoir  le  rayon  de  courbure  p  de 
la  section  normale ,  il  faudrait  faire  coïncider  le  plan  os-' 
culateur  de  la  coari)€r  avec  un  plan  normal,  en  posant 

cos  â  =z  di  1.   On  trouverait  ainsi  p  =  -p  -- ,  valeur  qui 

s  accorde  avec  celle  que  nous  avoins  obtenue  plus  haut  ; 

en  substituant,  au  lieu  de -r-,  sa   valeur  ±  p^    on   aura 

P  =  ±  jO  cosJ.  On  conclut  facilement  de  cette  dernière 
équation  le  théorème  suivant  : 

Ccmcevons  qu'une  courbe  quelconque  étant  tracée  sm^ 
une  surface ,  on  mène  par  la  tangente  à  cette  courbe  en  un 
point  donné  (x,  /,  z)^  un  plan  normal  à  la  surface^  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  sera  le  produit  du  rayon 
de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  par  le 
cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  ce  même  plan  et  le 
plan  oscillateur  de  la  courbe. 

Ce  théorème  remarquable ,  dû  à  Meunier,  peut ,  en  ne 
considérant  que  des  sections  places,  s'énoncer  aussi  comme 
il  suit  :  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la 
projection  sur  le^laH  de  cette  courbe  du  rayon  de  la  sec- 
tion  normale  qui  passe  par  la  même  tangente.  En  imagi- 
nant une  sphère  décrite  de  l'extrémité  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  prise  pour  centre,  et  avec  ce 
même  rayon,  on  pourrait  dire  encore  que  tout  {dan  con- 
duit par  la  tangente  coupera  cette  sphère  suivant  un  cercle 
qui  sera  le  cercle  osculateur  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  ce  même  plan. 


(A)o  = 
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dans  les  valeurs  de  $ ,  iq  ,  Ç  -,  2° 

+(i)r^-«)(0-«)-(s)'] 
-(ê)'[(^-«)($?-«)-(^j] 

du  dur  d*u    d*u  d*u   fd^u  _  ^\  l 

dy  dz  Ldxdjr  dzdx        dydz  \rfr*  /  J 

du  du  r  rf»tt    d^u   d^u  fd^u  Ni 

V  "'■  ^  ^  ^  L^^  4r^«        dxdy\dz^         VJ* 

Cette  dernière  équation  du  deuxième  degré ,  par  rap- 
port à  Q,  donnera  les  deux  valeurs  de  cette  inconnjao 
correspondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux.  Ces 
rayons  de  courbure  principaux  seront  ensuite  donnés  im* 
médiatement  par  Téquation 

Connaissant  Q  et  ^,  on  pourra  calculer  »,  puis  |,  17,  (^, 
ou  les  coordonnées  des  deux  points  situés  sur  les  tangentes 
aux  sections  principales;  et  enfin  les  cosinus  des  angles 
que  ces  tangentes  font  avec  les  axes,  à  Taide  des  équations 

ces*  =3-7-,      co»l3  = -p,      cosy=-ï-, 

pT  pT  pT 

OU,  à  cause  de    »  =  ±  =,       p>  =  dt  U« , 

co§«=±|j,       oo8|3=±:~,      oosy  =  dl  ^. 

Il  >  »îi  7  Çi  ne  dépendent  pas  de  » ,  mais  seulement  de  Q 

,  ,,    du     du     du 

et  des  quantités  -^,  -r-.»  ^  ?  «te. 
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Remarquons  que  l'on  peut  calculer  T  quand  on  con- 
naît ëj  et  que,  par  conséquent,  le  problème  précédent 
est  complètement  déterminé. 

191.  Lorsque  les  variables  x,  j^,  z,  sont  séparées  dans 
Téquation  u  =  o  de  la  surface,  on  a 

dydz  '     dzdx  *      dxdjr  ' 

les  équations  qui  donnent  f ,  i^,  ^  et  Q,  deviennent 

(0-<i>=-£-(^-«).=-$. 


\dz 


/duy  (du 


m .  (sj  _ 


d^        ^  dy^         ^         dz^        ^ 

« 

Dans  la  même  hypothèse ,  la  quantité  T  et  les  trois  angles 
<x ,  6 ,  y  seront  déterminés  par  les  équations 


0 


Prenons  pour  premier  exemple  l'ellipsoïde 

X*         r*         z* 
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Cela  posé  y  si  après  avoir  multiplié  respectivement  les 
équations  (b)  par  cos  /,  cos  m ,  cos  n,  on  les  ajoute ,  Q  et 
T'  disparaîtront,  et  Ton  trouvera 

cosi(~dx      -l^rf        ^^dz\ 
ydx*  dxdy  dxdz      ) 

équation  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme  très  simple 

,  .du  ,du  .du 

cosld,— — h  cos  m  o.-T-  *4-  cos  n  a.-r-  =  o, 
dx  dy,  az 

puisque  Ton  a  identiquement 

d*u  .  d'u    .  ^*«*  j        j  ^"  ^^ 

l4es  trois  équations 

du  'du  ,  du 

cosld*  -7-  4-  cos  ma. h  cosn  a.  -j- , 

'  dx  df  dz 

,du  *     du  du 

COB/-r  4-  001  ll«----f-C0S«-r-  =  O, 

dx  ^  dy  dz 

co$»/  -h  cof'm  -hcoe*n  =  J, 

^ufliaent  pour  déterminer,  au  signe  près,  les  tiwis  f{uantités 
cos  /,  cos  m ,  cos  »,  ou  pour  fixer  la  position  du  plan 
osculateur  à  la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure 
est  un  maidmum  ou  un  minimum. 

19T.  Supposons  maintenant  qu'ayant  mené  par  le  poînl 
(x,  /,  z)  une  section  normale  quelconque  ,  on  considère 
sur  cette  section  un  second  point  dont  les  coordoonëo 
soient  x  +  Ax,  j^  +  A^,  z  -+•  Az,  menons  par  ce  «ccond 
point,  ainsi  que  par  le  point  (x,/,  z) ,  deux  normales  à  la 
surface ,  et  par  l'une  de  ces  normales  faisons  passer  un 
plan  parallèle  à  l'autre.  Sî  Ion  désigne  par  /',  m\  n   les 
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angles  que  forme  avec  les  axes  une  perpendtculaîre  à  ce 
jdan,  on  aura  lout-à-la«fois 

,,du  ,du  .du, 

cos  /  -7-  -f-  cosiw'  -r  -+-  006/1  -;-  =  o, 
dx  dy  dz^ 

,,fdu  du\  ,fdu         du\ 

-  /dm         du\ 

et  Ton  en  conclura 

du  du  du 

cosT  A  -T — h  cosm'A-r-  -+-  cos/i'à  -7-"=;  o. 
dx  djr  dz 

Si  les  deux  normales  deviennent  infiniment  voisines, 
cette  dernière  équation  deviendra 

du  du  ,     du 

QOsl'  d.-r-'^CQAm'  d.-. — h  cosfl  a.-x-  =  0. 
dx  dy  éz 

Par  coméqneiM  pour  tomit  plan  jMrallèle  à  la  normal»  me- 
née par  le  point  (x,  f^  z)  et  k  une  normale  infiniment 
voisiiM  menée  par  vai  second  point  de  la  courbe  que  Ton 
considère  y  les  angles  /',  m\  n'  seront  déterminés  par  les 
deux  équations 

.,  du  ^du  ,du 

cosr  -j-H-cos  m'-y-h  cos/i'-r-  =  o, 
dx  dy  dz 

,,  ,du  ,  ^du  ,  ,du 

008/  </.-7-  -|-oosm'<l-7--|-cosii'a.-7-  =  o, 
dx  dy  dz 

Quand  la  section  normale  que  Ton  considère  est  une 
section  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure ,  on  a , 
comme  nous  venons  de  le  voir^  en  dé^gnant  par  /,  m,  n 
les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  ou  au 
plan  de  cette  courbe  £ùt  avec  les  axes, 

du  du  du 

cos/  -7 — I-  cos  I»  -7-  -4-  cos #1  -c-  r=  o , 
dx  dy  dz 

,  ,  du  ,  du  ^  du 

cosld,"i — f-  cosma.-; — h  cos/ï  d.-j-  =:  o. 
dx  dy  az 
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On  aura  donc 

cos/' cosm' ,cos/i' 

cos/       cosnt        ops/i  * 

et  par  conséquent  le  plan  normal  qui  renferme  une  sec- 
tion de  plus  grandq  ou  de  moindre  courbure  au  point 
(x^jr^  z)  renferme  en  même  temps  la  normale  à  la  sur- 
face menée  par  un  second  point  de  la  section  infiniment 
voisin  du  premier. 

196.  On  appelle  ligne  de  courbure  d'une  surface 
coiu*be,  toute  ligne  qui,  étant  tracée  sur  cette  surface, 
est  tangente  en  ce  point  à  une  sectiAn  nonnale  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure.  D'après  cette  définition, 
les  valeurs  des  difiérentielles  dx,  dy^  dz^  ou  plutôt  des 

rapports  ^  >  ^  >  correspondant  aux  lignes  de  courbure, 

doivent  être  celles  qui  réj^ndent  aux  sections  normales 
de  plus  grande  et  de  moi^idre  courbure  ;  et ,  puisque  ces 
valeurs  se  déduisent  des  deux  équations 

du   ,    ,  du  ,        du   , 

-7-  dir  4-  -r-  «r  -^-  -r  ««  =  o , 

.d»  dy  dz 

du  du  du 

cosld.  -7 — t-  cosmii.  -i — h  cosnd.  -r-  ==  p, 
or  djr  d%         ■ 

il  est  clair  que  ces  deux  équations  sont  précisément  les 
équations  différentielles  aes  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure.  La  dernière  de  ces  équations  peut,  oonune  on 
Ta  vu,  se  mettre  sous  la  forme 


C08< 


fd*udx  •  d*u   djr  d*ts  dz\ 

\dx^  ds  dxdy  ds  dxdz  ds  ) 

,  .     1                (  d*u  dx         d^u    dy  d*u    dz  \ 

/  d*u  dx         d*u    dy  d*u   dz  \ 

\  dxdz  ds  dydz    ds  dz*    Us  ) 


=  G. 
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D'ailleurs,  des  formules 

dx  dr  dz 

cosl—r  -h  cosm  -7-  -+-  cos/i  -p  =  o, 
ds  ds  ds 


du  du  *      du 


COS/-r--h  COSIW-t-  -f-COS/l-;-    =0 

dz  dy  dx 


on  tire 

COS/  GOSm  OM/I 


du  dz       dudy        dudx       du  dz  du^       du  dx* 

dy  ds       dz  ds        dz'Ss       dx  ds  dm.  ds       dy  ds 

Si  dans  Téquation  (a)  on  remplace  les  trois  cosinus 
par  les  quantités  proportionnelles  -f  --r  —  'T'j'  f  ^^^*'> ^^ 
(^tiendra  une  équation  du  second  degré  entre  les  rapports 

^  ♦  ^  '  et  en  élimint^t  un  de  ces  rapports  à  l'aide  de   ' 

Téquation 

du       dudy       dudz  "     ■ 

dx       dy  dx        dzdx 

qui  est^u  premier  degré  seulement,  on  aura,  pour  4l^er- 
minér  Tautre,  une  nouvelle  équation  du  second  degré,' 
qui  est  ce  qu'on  appelle  plus  proprement  Téquation  diffé^ 
rentielle  des  lignes  de  courbure. 

Si  dans  Téquatiou  de  la  surface  les  variables  étaient 
séparées,  on  aurait 

d^u  *        d^u  d*u 

=  0,      -—---=0,     -r-T- =  o. 


dydz  dzdx  dxdy 

et  les  équations  différentielles  des  lignes  de  courbure  se 

réduiraient  à 

du  ,         du  ,         du  , 

dx  dy^         dz 

,,.   du  (  d*u        d*u\  du  (d^u       d^u\  ^  ^ 


du  fd^u      d*u\    ,    , 
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Ainsi ,  par  exemple ,  les  lignes  de  couiimre  d'mte  ellip- 
soïde rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes  se  trouveront 
déterminées  par  le  système  des  deux  équations  diflfôren- 
tielles 

xdx        ydy        zdz 


b 


»  c* 


:=  o 


— (^»  ^  c*)  dydz  ^   ^  (c*  —  a*)dxdt 

* 

H (a^  —  b^)dxdy"=o. 


La  première  de  ces  deux  équations  différentielles  peut 
être  remplacée  par  Féquation  même  de  l'ellipsoïde. 
Pour  une  surface  de  révolution  on  aurait  (n*^ 491) 

du  du  ^  d*u       d*u 

et,  par  suite,  Téquation  (3)  se  rédu^ait  à  • 

et  Ton  en  conclura  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  antre 
chose  que  les  sections  planet  faites  par  des  [dans  perpen- 
diculaires à  Taxe,  ou  par  des  plans  passant  par  Taxe. 

Puisqu'à  chaque  point  d'une  surface  donnée  il  existe 
en  général  deux  sections  normales  de  plus  grande  ou 
de  moindre  courbure,  à  chacun  des  points  de  cette  sur- 
face correspondront  aussi  deux  lignes  de  courbure  qui, 
comme  les  sections  principales,  se  couperont  nécessaire- 
ment à  angle  droit. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  T^Squation  de  la 
surface  se  présente  sous  la  forme 

u  z^  z  — /(x,  j)  =  o. 
Pour  obtenir  la  direction  des  lignes  de  courbure ,  qui 
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coïncide  avec  celle  des  sections  principales ,  il  su$ra  dans 
Téquation 

de  substituer  pour  Q  sa  valeur  tirée  des  équations 

oosf      cosC  cosy 

5— /?çQ  ~"  (/^  +  i)Q  —  ^ ""  /w  — çr-h ^Q' 

et  exprimée  au  moyen  de  Tun  des  rapports 


cos^ 


dy       cosy    dz 


cos«        dx       C06«  dx 

du  premier,  par  exemple  :  on  trouverade  cette  manière 

^[(ç«H-i>-./^f]-hJ[(^*-l-i)r^(/;*4-i)r] 

—  [(/>•  -+-  i)#  --pqr\  =  o. 

On  prouvera  très  facilement  que  les  deux  racines  de  cette 
équation  sonrt  tot^oUrs  réelles  en  supposant,  ce  qui  est  tou- 
jours piermis ,  que  le  plan  xj  est  parallèle  au  plan  tangent  \ 
on  aura  ei%  efiiet,  dans  cette  hypothèse, 

/>  =  o,    ^  =  o, 
et  Téquation  qui  précède  deviendra 
dy^         dr ,         .  dy^       r^t 

on  en  tire 

ces  deux  valeurs  sont  évidemment  toujours  réelles  ;  en  les 
désignant  par  tangr,  tangr',  on  a  de  plus 

tangr  tangr  =  — *  i , 
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^ce  qui  montre  bien  que  les  deux  Jjgiiâ^  de  courbure  sont 
perpendiculaires  Tune  à  Tàutre. 

Lorsque  le  point  (a:,  j*,  z)f  pris  sur  la  surfaee,  est  ce 
que  nous  avons  appelé  un  ombilic,  on  a(n^  193) 

{g*  4-  l)s  —  pqt  =  o,     {/>»  -h  l)*  -^  pqr  =  o, 

■ 

et  par  suite 

(ç»  -+■  'i)r  —  -(/>»  4^  i)t  =  O. 

L'ëqudtion  qui  donne  la  direction  des  lignes  de  courbure 
devient  identique,  ou  prend  la  forme  o  =  o,  ce  qui  an- 
nonce que  d'un  ombilic  il  part  une  infinité  de  lignes  de 
courbure  ;  nous  arons  vu  en  effet  que  dans  ce  cas  toutes  les 
sections  normales  sont  des  sections  principales  ou  des  sec- 
tions de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 

199.  Les  lignes  de  courbure  sont,  en  vertu  même  de 
leur  définition,  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  une 
seetion  tiormale  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 
De  plus,  le  plan  normal  qui  renfem^  une  section  de 
plus  grande  ou  de  moindre  courbure  au  point  (x,  y,  z), 
et  par  suite  la  tangente  à  la  ligne'  de  courbure  ren  ce 
point,  renferme  en.  même  temps  la  normale  à  la  sur- 
face menée  par  un  second  poidt  de  la  section  infini- 
ment voisin  du  premier.  En  partant  de  cette  double  pro- 
priété,» on  serait  tenté  de  définir  avec  Monge  les  lignes 
de  courbure  des  lignes  qui  renferment  la  suite  des  points 
d'une  surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voi- 
sines se  rencontrent  successivement;  mais  cette  définition 
est  réellement  défectueuse,  parce  que  de  fait  deux  nor- 
males ne  se  rencontrent  pas ,  quelque  voisines  qu'on  les 
suppose.  Ce  qui  est  vrai ,  c'est  que  le  rapprochement  des 
normales  correspondantes  à  deux. points  très  voisins  pris 
sur  une  ligne  de  courbure ,  est  plus  intime  que  dans  toute 
autre  direction  ;  comparée  au  petit  arc  qui  sépare  ces  deux 
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normales  sur  la  surface,  et  que  nous  supposerons  être  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,  leur  plus  courte  dis- 
tance serait  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  tan- 
dis qu'elle  est  en  général  du  premier  ordre  ou  de  même 
ordre  que  Tare.  En  partant  de  sa  définition ,  voici  com- 
ment le  célèbre  Monge  arrivait  a  Téquation  des  lignes  de 
courbure  : 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  Téquation  de 

la  surface  soit 

tf  =  «— /(«,^)  =  o, 

les  équations  de  la  normale  au  point  (j:,  y^  z)  seront 

{  — X+/?(Ç  — »)  =  0,      ^— ^  +  ^(Ç  — «)=:o, 
OU 

P  =  O  ,      W  =  O. 

Pour  passer  de  cette  première  normale  à  une  seconde 
infiniment  rapprochée,  il  faut  faire  croître  les  variables 
Xyj^  Z  de  leurs  différentielles;  mais  les  fonctions  v^  w 
croissent  aussi  alors  de  leurs  différentielles,  et  par  consé- 
quent les  équations  de  cette  seconde  normale  seront 

f-f»i/p  =  o,    w-f-  dw  =  o , 
ou,  en  réduisant. 

Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  nor- 
males seront  données  dès-lors  par  les  équations 

I  — jr  +  />(Ç— 2)  =  o,    9— j'  +  ^CÇ  — z)=o, 
dx+pdz=:{l^—z)dpy     df+  qdz=z  {^  —  z)  dq. 

Mais  le  nombre  de  ces  équations  surpasse  le  nombre  des 
inconnues,  et  par  conséquent  deux  normales  consécu- 
tives ne  se  rencontreront  pas  toujours  :  cela  n'aura  Heu 
qu'autant  que  Téquation  de  condition  que  Ton  obtient  en 
éliminant  ^^  vit  Ç  entre  les  équations  qui  précèdent  sera 
vérifiée.  On  parvient  facilement  à  cette  équation  en  élimi- 
nant d'abord  Ç — z  entre  les  deux  dernières  équations;  ou 
T.  I.  25 
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trouve  ainsi 

{dx  -^ pdz)dq  =  {dy  *^qdz)dp  : 
si ,  maintenant,  ayant  égard  aux  relations  connues, 

dzz=zpdx  +  qdy^     dp  z=  rdx  ^  sdjr  ^     dq  r=:  sdx ^  tdj- , 
on  substitue ,  pour  dz ,  dp^  dq^  leurs  valeurs  ,  il  viendra 

C'est  Féquation  à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus 
par  une  autre  méthode. 

iVbfa.Le  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbtu*e  eu  un 
point  donné  doit  être  soigneusement  distingué  du  plan 
normal  qui  passe  par  la  tangente  à  cette  ligne.  De  même, 
le  cercle  osculateur  d'une  ligné  de  courbure  doit  être  en 
général  distingué  du  cercle  osculateur  à  la  section  nor- 
male à  laquelle  cette  ligne  de  courbure  est  tangente.  Il 
n'existe  en  effet,  en  général,  qu^uncontactdupremierordre 
entre  la  ligne  de  courbure  et  la  section  principale  qui  ont 
seulement  une  même  tangente  correspondante  aux  mêmes 

valeurs  des  trois  quantités—,  -^t  jft  tandis  que  les  dif- 
férentielles secondes  ^'or,  d'^y^  d^z^  etc.,  dont  dépendent 
le  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure,  changeront 
ordinairement  de  valeur  dans  le  passage  d^une  de  ces 
courbes  à  l'autre. 

200.  Les  coordonnées  $,.>?*,  ^  du  centre,  et  le  rayon  p 
du  cercle  osculateur  à  une  section  normale  passant  par  le 
point  (x,  j",  ^),  vérifient,  comme  nous  l'avons  vu,  le» 
équations 

du  du  du         Q  R  ' 

dx  df  ai 
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et  si  la  section  normale  est  de  plus  Tune  des  deux  sec* 
lions  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure ,  Q  devra 
satisfaire  à  l'équation  (A),  page  364»  Le  centre  du  cercle 
osculateur  devient  alors  ce  qu'on  appelle  un  des  deux 
centres  de  courbure  de  la  surface  donnée  pour  le  point 
(x,  y,  z).  Si  l'on  veut  obtenir  l'équation  de  la  surface 
lieu  de  tous  ces  centres  de  courbure,  il  suffira  évidem- 
ment d'éliminer  les  variables  jc,  y,  z  et  Q  entre  les  équa- 
tions 

> 

—      fjzl  — J.     -Lui  — -L     *— C  _  ' 

"~"^'      du    ""Q'        ^    "~Q*        du     ~Q* 
dx  djr  dz 

et  l'équation  (A). 

Exemple  :  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'é- 
quation u  =  o  sAt  celle  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  son 
centre  et  à  ses  axes,  ou  que  l'on  ait 

Les  équations  entre  lesquelles  devra  se  faire  l'élimination 
seront 

..(.-i)=i.  .(,-i)=i.  .(.-?)=^. 

j  I —  -2^^ 


°-(--ç)  '-('-ç)  -(--è) 

On  peut  même  (n®  191)  à  l'équation  de  la  surface  ou  de 
l'ellipsoïde  substituer  la  suivante  : 


1,1  I 

tf>^-_  6»  —  --         <?•  —  7C 

Q  Q  Q 

En  mettant  dans  ces  deux  dernières  équations^  h.  la  place 

25.  . 


\ 
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de  X,  y^  z^  leurs  valeurs   tirées  des  précédentes,   oh 
trouve 

(•-4)*  ('■-è)  ('-ir*' 

a<g'  »S'  c«g*        _ 

(»-é)  (*-^)  (^-è)"  ; 

Il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  Q,  ou  plutôt  ^  entre 

ces   deux  formules,  pour  obtenir  Téqoation  définitive 
entre  J,  >7,  Ç. 

En  substituant  au  contraire  aux  différences 

a»  — ~,     **  — -.     c»  — — , 

Q  Q  Q 

leurs  valeurs  * 

fl»f        A>i»        c*C 


on  aurait  trouvé 


\  x^        \   y^       \  z^ \  x^       \  y^        \  z^ . 

Si  Ton  coupe  la  double  surface  lieu  des  centres  de  cour- 
bure deTellipsoïde  parles  trois  plans  coordonnés,  on  ob- 
tiendra sur  chacun  de  ces  plans  deux  courbes  distinctes. 
Cherchons  en  particulier  les  courbes  d'intersection  de  la 

double  surface  dont  il  s'agit  aveic  le  plan  sy  en  faisant 
Ç  =  o,  ce  qui  entraîne  nécessairement  z==p.  Pour  trou- 
ver ces  courbes  on  déterminera  d'abord  les  deux  valeuis 
de  Q  que  fournit  l'équation 

X*  r*  «• 


„.(.._■)  ..(.._^)  ^(.._^) 

quand  on  y  suppose  z^=.o\  or  on  peut  alors  satisfaire  à 
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cette  équation ,  soit  en  prenant  c'  —  —  =  o ,  ce  qui  rend 

le  dernier  terme  du  premier  membre  indéterminé,  soit 
en  posant 

-(--^)  '■(»--^) 

Dans  le  premier  cas  on  aura 

x'  ai  Y  bn 

s 

en  substituant  ces  valeurs  de  ~,  j-  dans  Féquatiou  de  Fel- 

lipsoïde,  et  supprimant  le  terme  r^,  on  a  définitivement 
pour  première  courbe  d'intersection  Tellipse 

a'{*        ,         bW 


=  I. 


{a*  —  c*y  ^  (6>  — c»)* 

Pour  obtenir  la  seconde  il  faudra  combiner  entre  elles 
les  deux  équations 

i  x^        \  X^ \  X?       i    X^ 

Ou  tirera  de  ces  dernières 

\a)  -^a^^b^'      \b)  ""  6>— «>' 
oUf  en  faisant  pour  abréger 

Eln  substituant  ces  dernières  valeurs  de  -— •  tt  dans  Té- 
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quation  de  l'ellipsoïde ,  puis  effaçant  le  terme  —»  on  troa- 
vera  pour  Tëquation  de  la  seconde  conrbe  eherchée 


ay-(î)*=- 


Donc  cette  seconde  courbe  ne  sera,  comme  on  devait 
s'y  attendre,  que  la  développée  de  l'ellipse  -7  +  It  ~  *' 

201 .  Considérons  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface  que  représente  l'équation  u=o^  et  considérons  que 
par  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  (x ,  y^  z)  on  fasse 
passer  ime  section  normale,  le  rayon  jo  du  cercle  osculatenr 
à  cette  section  normale  correspondant  au  point  (jr,  /,  x), 
et  les  coordonnées  $,  u,  (^  de  son  centre  vérifieront  les 
équations 

du    '^    du     '^    du     ""  Q  ""         R' 
dx  dy  dz 

d'où  Ton  tire 

i  dm  i  du  y      i  du  «i.  '   1» 

(.)x-f=-_,r-,=Q^,*-Ç=^^,  P=±qB, 

Q  et  R  sont  d'ailleurs  (n^  186)  déterminés  par  les  équatiooi 

du  du  du 

Qds*  •z=.dxd.'-i — \-  dy  d.-y  +  dz ^.3- , 

dx  dy  dz 


-  =  s/{ 


S)"+(|)+(i7- 


Si  l'on  ûiit  varier  le  point  (x,  j^,  z)  sur  la  courbe  donnëC) 
le  point  (Çï  >î ,  Ç)  variera  en  même  temps  et  décrira  une 
seconde  courbe  correspondante  à  la  première,  et  dont 00 
trouverait  les  équations  en  éliminant  x^  y^  z  entre  les 
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équations  (i)  et  l'ëquation  de  la  surface  u^^o.  Pour  par- 
venir à  connaître  quelques-unes  des  propriétés  de  cette 
seconde  courbe,  difllérentions  les  équations  (i)  en  faisant 
varier  à  la  fois  toutes  les  quantités  qu'elles  renferment  : 
nous  trouverons  ainsi 

1       du        du        I 

I        du        du         1 
dx'^d»i=--rd.—  +-p-  d.   -, 
(i       djr        dx        q 

I         du         du         I 
d^  —  dl^  =:  --  d,  -T-  +  -r-  d.  -rr  ^ 
*        Q       dz        dz        Q 

Si ,  en  ayant  égard  à  la  formule 

du  du  du 

on  ajoute  les  trois  premières  de  ces  équations  respective- 
aient  multipliées  par  dx ,  dj^  dz ,  on  trouvera 

dx*  +  dy*  +  dz*  -^ {dx di  +  dx dn  +  dzdl,) 
et,  par  suite, 

dx  d\  -{-  dx  dti  '^^  d^  c^  ssz  o. 

Si,  au  contraire,  o|i  ajojUte  ces  équations  respectivement 

1  .  1 . .  du     du     du 

multipliées  par  —,  ~ ,  —,  on  trouvera 

f^  JK  .   du  .    ^  dUj^\       I  /dci  j  du      du,  du      du  ,  du\ 
\dx  dx      ^dz^l      q\dx    dx     dx    dy      dz     dz) 
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et  l'on  en  .conclura 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Enfin,  si  en  appelant  l^  m^  n  les  angles  que  la  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  section  normale  fait  avec  les  axes, 
et  en  ayant  égard  aux  équations 

cos/<ir +  cosm<(x'  4-cosr/ii/z  =  o, 

du  du  du 

cos  /  ~-  -4-  cosiw  -7-  +  cos»  -;-  =  o , 
dx  dy  dz 

on  ajoute  de  nouveau  les  mêmes  équations  respectivement 
multipliées  par  cos/,  cosm,  cosn,  on  trouvera 

cosldi  +  cosm  dn  +  cos/i  €^ 

=  ~  -  (^cos/r/,  -  +  cosme/.- +.cos;,4.^  j. 

SQ2.  Reprenons  les  trois  équations 

dxi^'^djrdti  -+»  dz dl^  :=z  o  ^ 

dx'.^dx  dz    ^    _  dp 

COS/€^  +  CQS/lté/«  +  COS/t^ 

I  /         </tt  iiu  du\ 

=:  —  •—(  cosld.-r-  -f-cosm^. -7--|-oos#irf.-r  1  : 
R\  dx  <fy  dz) 

la  première  exprime  que  les  tangentes  menées  à  la  pre- 
mière et  à  la  seconde  coiurbe  par  les  points  correspon- 
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dants  (x,  j^,  z),  (|,  yj,  Ç),  comprennent  toujours  im 
angle  droit;  la  seconde  fait  voir  que  le  cosinus  de  Tangle 
formé  par  la  tangente  à  la  seconde  courbe  avec  la  nor- 
male à  la  surface  est  équivalent,  au  signe  près,  au  rapport 
entre  la  différentielle  du  rayon  de  courbure  et  la  différen- 
tielle de  Tare  de  la  seconde  courbe.  Enfin,  si  la  courbe  don- 
née coïncide  ayec  une  ligne  de  courbure,  on  aura  (?i^l96) 

du  du  du 

cosld.~r — h  cosmd,-; — h  cos/i</.^=:  o, 

dx  ajr  €iz 

et  la  troisième  équation,  réduite  à 

cosldi  -h  cosm  dtf  -f-  comÊd^  =  o, 

prouvera  que  U  tangente  à  la  seconde  courbe  sera  com- 
prise dans  le  plaii  normal  qui  renferme  la  tangente  à  la 
première  ;  et,  comme  d'ailleurs  ces  deux  tangentes  se  cou- 
pent à  angle  droit,  on  conclura  que  la  tangente  à  la  seconde 
courbe  coïncide  ayec  la  normale  au  point  (x,j^,  z).  A 
raison  de  cette  coïncidence^  le  cosinus  que  représente  le 
premier  membre  de  la  seconde  équation  se.  trouvera  ré- 
duit à  :ii  I ,  et  Ton  aura      #  ' 

y/t^-^dn^  +  d^*  =  d^:=i±:dp, 

a  étant  Tare  de  seconde  courbe  :  il  suit  de  cette  dernière 
équation  que,  dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  une 
ligne  de  courbure,  Tare  compris  entre  deux  points  de  la 
seconde  courbe  est  équivalent  à  la  différence  des  valeurs 
de  p  qui  correspondent  à  ceo  deux  points  ;  et  comme  dans 
ce  cas  le  rayon  de  courbure  p  est  précisément  la  partie  de 
la  tangente  à  la  seconde  courbe  qui  se  trouve  comprise 
entre  cette  seconde  courbe  et  la  première,  il  sera  vrai  de 
dire  que  la  seconde  courbe  fait ,  à  Tégard  de  la  première, 
Toffice  de  développée. 
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Des  8urfro66  qui  ëont  o«oalairlo6s  Pane  de  Paviire  en  un  point  qni  leur  est 
commun.  —  Sur  les  diren  ordres  de  contact  des  surfaces  courbes. 


â05.  On  dit  qae  deux  surfaces  SQnt  osculatrices  Tuiie 
^  Fautre  en  un  point  qui  leur  est  commun  lorsqu'elles 
ont  en  ce  point,  non-seulement  le  même  plan  tangent  ou 
la  même  normale,  mais  encore  des  sections  principales 
comprises  dans  les  mêmes  plans  normaux,  et  les  mêmes 
rayons  de  courbure  principaux  dirigés  dans  les  mêmes 
sens.  Alors  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  surfaces 
prend  le  nom  d'osculation.  Concevons  que,  dans  le  même 
cas,  on  mène  par  le  point  commun  aux  deux  surfaces  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique  :  il  coupera  ces  deux 
^tuiaces  suivant  deux  courbes  qui  auront  nécessairement 
le  même  rayon  de  courbure  :  car  d'une  part^  les  rayons 
fie  courbure  des  sections  normales  ne  dépendent  que  des 
rayons  de  courbure  principaux  et  de  la  direction  de  la 
tangente  à  la  section  normale  ^  de  Tautre ,  les  rayons  de 
courbure  des  sections  obliques  sont  complètement  détei^ 
minés  quand  on  connaît  le  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  correspondante  et  Tangle  que  font  entre 
^lles  ces  deux  sections  :  or  ces  quantités  dont  dépendent 
les  rayons  de  courbure  sont  évidemment  les*mèmes  pour 
les  sections  faites  par  un  même  plan  dans  les  deux  surfaces 
osculatrices.  Cela  posé,  comme  eu  appelant  i  Fangle  de 
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la  section  normale  arec  la  section  oUique ,  le  rayon  de 
courbure  de  cette  dernière  section  est  donné  par  Téquation 

cos^  rcos*«  +  a5COS«cosff  +  f  cx)s' b 

û  faudra  nécessairement  que  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  reste  invariable  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à  la  seconde  pour  toutes  les  valeurs  des 
angles  a,  6,  y  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  Tune 
quelconque  des  sections  faites  dans  la  surface  :  or  cette 
tangente  étant  située  dans  le  plan  tangent  ou  perpendi- 
culaire à  la  normale,  on  aura 

d'où  Fon  tire,  en  substituant  pour  cosy  sa  valeur  dans 
Féquation 

cos»«+co8*C+cos*y=  I , 

CO$*«-|-  COS*C  +  (pCOSA'^qCOsCy=:  1. 

n  £iudra  donc  que  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  S,  pro- 
pres à  vérifier  cette  dernière  équation,  Texpreçsion 

*  rcos*«+^cos«c  cosff+f  cos*C 

■'  •  '  ■  "j"'  — ^ 

Kp'  +  ^'H-i 

ne  change  pas  de  valeur.  D'ailleurs  les  deux  surfaces  se. 
touchant  par  hypothèse,  les  quantités  p  et  ^,  et  par  suite 
le  dénominateur  V/7?*-|-^*-|-i ,  ne  varieront  pas  dans  le 
passage  de  Tune  k  Tautre^  il  faut  donc  qu'il  en  eoit  4c 
même  du  dénominaiieur 

rcos*«  -h^^cosit  cosC-|-/cos'^. 

Or  ce  numérateur  se  réduisant ,  lorsqu'on  suppose 
cos€  =0,  au  produit  rcos'âc,  et  lorsqu'on  suppose 
cosa  =  o,  au  produit  t  cos'  €,  il  est  évident  qneles  deux 
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quantités  r  et  £  ne  doivent  pas  changer  de  valeuc  dans  le 
passage  dont  il  s'agit,  et  que  par  suite  il  doit  en  être  de 
même  de  la  quantité  s.  SI  donc  on  remarque  que  ^,  g^  r, 
5,  f ,  sont  précisément  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  de  la  valeur  de  z  fournie  par  Téquation 
de  la  surface  dans  le  cas  où  Ton  considère  x  etjr  comme 
variables  indépendantes ,  on  arrivera  au  théorème  sui- 
vant: 

â04.  Pour  que  deux  surfaces  représentées  par  deux 
équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x^  jr^  z 
soient  osculatrices  Time  de  Tautre  en  un  point  donné,- il 
faut  que  les  six  quantités 

dz  dz  d*z         d^z  d*z 

^'^-^"dx'      ^~"^'     "^"IT-'    '^  d^''^"  dp' 

conservent)  pour  le  point  commun,  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à  la  seconde,  les  mêmes  valeurs  numé- 
riques et  les  mêmes  signes. 

Réciproquement,  si  pour  des  valeurs  données  de  x  et 
de ^  ces  six  quantités  ne  varient  pas  dans  le  passage  d'une 
première  surface  à  une  seconde ,  ces  deux  surfaces  seront 
osculatrices  Fune  de  Fautre.  En  effet ,  il  est  d'abord  évi- 
dent qu'elles  auront  un  point  commun ,  et  en  ce  point  un 
même  plan  tangent;  de  plus,  de  l'équation 

cos^ rcos*«-h2Joos«cosC-f-^oos*C 

"7"^  Vp'  +  q^+i  * 

on  conclura  que  si  l'on  coupe  ces  deux  surlaces  par  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique,  les  deux  courbes  d'in- 
tersection auront  le  même  rayon  de  courbure*,  enfin, 
puisque  les  équations  qui  donnent  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  et  les  directions  des  sections  principales 
dépendent  des  seules  quantités  ^,  ^,  r,  5,  f,  les  deux  sur- 
faces auront  les  mêmes  rayons  de  courbure  principaux 
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correspondants  aux  mêmes  sections  principales ,  et  par 
conséquent  leur  pèiltit  de  contact  sera  un  point  d'oscula- 
tion.  Toutefois  cette  conséquence  ne  serait  pas  rigoureuse 
si  la  valeur  de  p  donnée  par  Téquation 

cos/  rcos«  +  2JCOS«  cosC+f  cos' C 

ée  présentait  sous  une  forme  indéterminée,  ce  qui  arri- 
verait si  les  valeurs  des  quantités  p^  q,  r,  s,  ty  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles  devenaient  infinies;  et,  dans 
ce  dernier  cas,  les  deux  surfaces,  sans  être  osculatrices 
Tune  de  Tautre,  pourraient  fournir  pour  le  point  com- 
mun des  valeurs  égales  des  dérivées  pj  q^  /*,  s  et  U 

Corollaire  i*^.  Pour  qu'un  point  dans  lequel  les  deux 
surfaces  se  touchent  devienne  un  point  d'osculation,  il 
suffit  évidemment  que  dans  le  passage  d'une  stuiace  à 
l'autre  la  courbe  du  second  degré  tracée  sur  le  plan  tan- 
gent, et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux  racines 
carrées  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  ne 
varie  pas.  Or,  une  courbe  du  second  degré  est  complète- 
ment déterminée  quand  on  connaît  le  centre  et  trois 
rayons  vecteurs  '  menés  du  centre  à  trois  points  de  la 
coutbe.  De  plus ,  étant  donné  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique ,  on  en 
déduit  immédiatement,  à  l'aide  du  théorème  qui  lie  les 
rayons  de  courbure  des  sections  obliques  aux  rayons  de 
dé  courbure  des  sections  normales  ou  de  l'équation 
/9=p'cosd,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a  même  tangente,  et  par  conséquent  l'un  des  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe  ci-dessus  mentionnée.  Donc,  pour 
qu'un  point  dans  lequel  les  deux  surfaces  se  touchent  soit 
un  point  d'osculation ,  il  faut  et  il  suffit  que  trois  plans 
menés  arbitrairement  par  ce  point  coupent  les  deux  sur- 
faces suivant  des  courbes  osculatrices  l'une  de  l'autre-,  ce 
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qui  arrivera,  par  exemple,  si  les  raycms  de  courbfire  des 
sections  faites  dans  la  première  et  dans  la  seconde  surface 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sont  égaux 
et  dirigés  dans  le  même  sens. 

Corollaire  2™*,  Soient  maintenant  u  =  o  et  i^  =  o 
les  équations  des  deux  surfaces  courbes,  u,  (^  désignant 
des  fonctions  des  coordonnées  rectangulaires  x^y^  z. 
Si  Ton  différentie  deux  fois  la  première  de  ces  équations 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  et  /,  on  ob- 
tiendra 

du  du  du  du 

d*U  d^U  a  ^*  **  _i        ^'^ 

d^u  d^u  d*u  d*u    .      du 


+/»  XX  +  ?  vz;5: +/^ -3:7 + *  :jc  =  o» 


dxdf  dydz  dxdz  dz*  dx 

d*u    .  d*tt  d*u    .      du 

dj*^^  dydz^^    dz*^     dz  * 

on  en  déduira 

du  du 

dx  dy 

dz  dz 


d*u  /du\* 
_       dx\dz) 


d*u  du  du   .    d^u  /du^ 


dxdz  dx  dz       dz  *  ydxj 
' — *— — — —  f 


m" 


d*u  fdu\*       d*u  dudu       d*u  dudu      d^ududu 


_       dxdy\dz)       dydz  dxdz       dxdz  dj  dz       dz^  dx  df 

d^u  fdu\*  ^      d*u  dudu      d*u^  /dày 
__dy* \dz)  '^^'^dz^^'^dz*  \dy) 


<7i 


\ 
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Cela  posé,  pour  que  les  deux  surfaces  soient  osculatrices 
Tune  de  l'autre  au  point  commun  (x,  y^  j»),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  pour  que  les  valeurs  de/i,  ^,  r,  5,  f ,  déduites 
des  équations  de  ces  surfaces»  ne  varient  pas  dans  le  pas- 
sage de  Tune  à  Tautre,  ou  quand  on  remplace  u  par  v ,  il 
sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  coordonnées  x^y^  z 
du  point  conmiun  aux  deux  surfaces  vérifient  la  formule 

dx\dgj  ^dxdMdxds'^ds*\dx)  _dx4r\dsj  irdgdxdS  dxds dy d»"^ ds*  dx dy 
d^vfdvy  d\^dvdu^  d*vfdÀ*^  d*u  ^du\*  d*v  à» dv  d^v  dvtk^  d*vdt^  dv 
di\ds)^^dxdsdxds'^ds*\fi)       dx4r\di)       dydsdyds      dxdMiydM^  dt^  dxdx 

d*u  f^\_     d^  dudu      d*u  fduy      fdu\*      fdu\*      /du\ 

^  4y*  \dsj     ^dyds 4r  ds'^d?  \4y)  _\dx)  _\4r)     \ds) 

"  TPv'fdi^y         d*v  dv  dv      d*u  /dif\*'^7IK*'^7t^^^?dÀ'' 
4r»  \d*J      '^djdB  dy  dt'^ds*  \4y)      \dx)      \4y)      \di) 

Cette  formule  équivaut  à  cinq  équations  distinctes,  et 
puisqu'elle  doit  subsister  quand  on  échange  entre  eux  les 
axes  des  x^  des  y  et  des  jz,  il  sera  permis  de  remplacer 
Tune  des  fractions  qu'elle  renferme,'  par  exemple  la  se- 
conde, par  celle  qu'on  obtiendrait  en  substituant  dans  la 
première  la  lettre  y  à  la  lettre  z'^  donc  pour  que  les  deux 
surfaces  soient  osculatrices  en  un  point  commun  (x^jr^  z), 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  généralement  que  les  coordon- 
nées de  ce  point  vérifient  la  formule 

/^Y      /du\*      /AiV      d*u/'duy        éll^^       d*u/du\* 
\dxj  _  W;  _\dg)        dx*\dsj       '^dxdtdxdg'^  ds\dx) 
fdv\      T^S^'^ (d^  '^ d^v  (dA^_^      d*vdv^       d*v  fdv^ 
\dx)       \4y)       \B)        S^VSJ      ^l^Hd»'^  dg^^dx) 

d*u  fdu\*_^      d^ududu       d^  fduV      d*u  fdu\*         dUi^  du^       d^  rduV 

_  4r*\dsJ  ""^^^^^"^"apy^y  _dx*\dr)'"^dxdrdx4y'^  4r*  \dx) 


d^v  /d^Y  d\  dv  dv       d^vfdvy^  d*v?dvy 

4y*\dt)     ^4ydsdrdt'^ds\4y)      dx*\4y) 


^dxdydxdr'^  dr*\dxj 

905.  En  résumé,  le  contact  du  second  ordre  d'une 
surface  avec  une  première  surface  donnée  en  un  point 
(x,/,  s),  exige  que  l'équation  de  la  seconde  surface  satis- 
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fasse  à  six  conditions;  dès-lors,  poisqae  Tëquation  géné^ 
raie  d^une  sphère  ne  renferme  que  quatre  constantes  dont 
on  puisse  disposer,  savoir,  son  rayon  et  les  trois  coordon- 
nées de  son  centre,  et  que  ces  quatre  constantes  ne  suf- 
fisent pas  pour  satisfaire  à  six  conditions,  il  en  résulte 
qu'il  n'existe  pas  en  chaque  point  d'une  surface  donnée 
de  sphère  osculatrice,  ou  qui  ait  avec  cette  surface  un 
contact  de  second  ordre,  au  lieu  qu^il  y  a  toujours  un 
cercle  osculateur  pour  chaque  point  d'une  couri)e  à  simple 
ou  à  double  courbure. 

On  peut  assigner  une  raison  plausible  de  cette  différence  : 
le  caractère  propre  de  la  sphère ,  c'est  que  sa  courbure  est 
la  même  dans  toutes  les  directions  autour  de  l'un  quelcon- 
que de  ses  points ,  tandis  que  pour  une  autre  surface  cette 
courbure  varie  généralement  d'une  direction  à  l'autre^ 
il  ne  pourra  donc  pas  arriver  que  les  rayons  de  courbure 
des  sections  faites  dans  la  sphère  et  dans  la  surface  soient 
égaux,  si  ce  n'est  danscertains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  le  point  que  l'on  considère  sur  la  surface  est  un  ombilic. 

L'équation  générale  de  la  surface  d'tm  ellipsoïde  con- 
tient neuf  coefficients  constants;  si  donc  on  donne  un 
point  M  sur  une  surface  donnée ,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer une  infinité  d'ellipsoïdes  qui  seront  osculateurs 
de  la  surface  en  ce  point. 

â06.  Considérons  plus  généralement  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  point  donné  M.  Si  par  ce  point  on 
mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces,  les  deux  lignes 
d'intersection  seront  tangentes  l'une  à  l'autre,  et  auront 
entre  elles  un  contact  d'un  certain  ordre ,  cet  ordre  pou- 
vant du  reste  demeurer  toujours  le  même  ou  changer  de 
valeur  avec  la  position  du  plan  normal.  Le  nombre  qui 
représente  l'ordre  de  contact  des  deux  lignes  quand  il 
est  invariable,  ou  sa  valeur  minimum  dans  le  cas  con- 
traire, sert  à  mesurer  ee  que  l'on  appelle  l'ordre  de  con- 
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tact  des  deux  surfaces.  Soit  a  cet  ordre,  et  P,  Q  les  points 
où  les  courbes  d'intersection  normale  prolongées  dans  un 
certain  sens,  sont  rencontrées  par  un  arc  de  cercle  décrit 
du  point  M  comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  dési- 
gné par  2.  Si  Ton  considère  ce  rayon  comme  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre,  la  distance  PQ  variable 
avec  la  position  du  plan  normal  sera  elle-même  une 
quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  marqué  par  un 
nombre  constant  ou  variable  dont  a+i  représentera  la 
valeur  unique  ou  la  valeur  minimum.    • 

Concevons  maintenant  que  par  le  point  P  situé  sur  la 
première  surface  on  mène  une  sécante  qui  forme,  avec  le 
plan  tangent  aux  deux  surfaces,  un  angle  u  sensiblement 
difiérent  de  o,  et  rencontre  la  seconde  surface  en  S.  On 
démontrera,  comme  nous  Tavons  fait'quand  il  était  ques- 
tion de  deux  courbes  qui  se  touchent,  que  la  distance  PS 
sera  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  PQ,  et  la 
distance  MB  du  point  M  à  la  sécante  PS  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  et  Ton  déduira  immédiatement 
de  cette  remarque  les  propositions  suivantes. 

207.  Théorème  i**".  L'ordre  de  contact  de  deux  sur- 
faces qui  se  touchent  en  un  point  donné  M  est  inférieur 
d'une  unité  à  la  valeur  unique  ou  à  la  valeur  minimum 
du  nombre  qui  représente  Tordre  de  la  distance  infini- 
ment petite  comprise  entre  les  points  P  et  S  où  elles  sont 
rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  sensible 
avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces,  lors- 
qu'on considère  la  distance  du  point  de  contact  à  la  sé- 
cante dont  il  s'agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre. 

Théorème  a"*^.  Lorsque  deux  surfaces  ont  entre  elles 

un  contact  de  l'ordre  a ,  tout  plan  normal  ou  oblique  qui 

forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent  commun  a 

ces  surfaces ,  les  coupe  suivant  deux  courbes  qui  ont  entre 

T.  I.  26 
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elles  ttii  conUet  de  Tordre  a,  on  d'un  ordre  supérieur  k 
a  \  Tordre  de  contact  des  deux  courbes  pourrait  même  de- 
venir infini  si  elles  se  confondaient  Tune  avec  l'autre. 

Théorème  3"*®.  Pour  obtenir  Tordire  de  cont^tct  de  deux 
surfaces  qui  se  touchent  en  un  point  où  le  plan  taiigentn'est 
pas  parallèle  à  Taxe  des  z,  il  suffit  de  mener  une  ordonnée 
dont  la  distance  au  point  de  contact  soit  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  et  de  chercher  la  valeur  unique 
ou  la  valeur  minimum  du  nombre  constant  on  variable 
qui  représente  Tordre  de  la  portion  infiniment  petite 
d'ordonnée  comprise  entre  les  deux  surfaces  \  cet  ordre  ou 
cette  valeur  minimum,  diminua  d'une  unité,  indique 
Tordre  du  contact. 

Corollaire  i*'.  Soient 

les  équations  des  deux  surfaces,  elles  auront  un  point 
commun,  et  en  ce  point  le  même  plan  tangent^  si  Ton  a 
pour  ce  point 

/(x,^)  =  F(x,^>.    ^/^)=^_^),    '1^='^^. 

et  si  Ton  considère  la  distance  l/'Ax'-H  A)^  comme  infi- 
niment petite  du  premier  ordre ,  Tordre  de  la  quantité  infi- 
niment petite  F  (a:  4-Zlr,  y +Ay) — /(x+^tj+û^y), 
ou  sa  valeur  minimum  surpassera  d'une  unité  Tordre  de 
cqntact  des  courbes. 

Corollaire  tJ^^.  Si  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  de  Taxe  des  z,  mais  de  manière  que  le  plan  tangent 
ne  passe  pas  par  cet  axe ,  il  ^iffira ,  pour  déterminer 
Tordre  du  contact,  de  chercher  le  nombre  qui  indiquer» 
Tordre  de  la  diflTérence  ¥{x^y) — f(^^y)^  en  consid^ 
rant  ]es  deux  variables  x^y  comme  des  infiniment  petits 
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an  premier  ordre ,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une 
unité.  On  reconnaîtra  de  cette  manière  que  les  surfaces 
z  =  x^+y^^  z=a:'-+-^,  za=a:*+y%  z=a:^+j^*, 
ont  entre  elles,  à  Torigine,  un  contact  du  premier  ordre, 
tandis  que  les  surfaces  ^ssor^+j^",  z  =  a?'^*-|-j^"+*, 

ont  un  contact  de  Tordre  n,  et  les  surfaces  z  =  x^+y^, 

z=:x*  +y%  un  contact  de  Tordre  7. 

Corollaire  3"*.  En  conservant  les  kypothèses  du  pre- 
mier corollaire,  et  posant  ùx  =  adx,  ù^y  =  ady^ 

la  différence  F(x4-Aa:,y-|-A^)  —  f{x-\-ùkX^y^Ly) 
deviendra  7(0^)9  et  puisque,  en  supposant  que  a  est  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  cette  différence  doit 
être  un  infiniment  petit  de  Tordre  a  -^  i  ^  dans  le  cas  où, 
comme  nous  le  supposons,  les  deux  surCaces  ont  entre 
elles  un  contact  de  Tordre  a ,  on  amra ,  en  désignant  par 
n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a 

^(o)  =  o    ^'(o)«o, ^(•)(o)  =  o, 

«t  ç<'^*>  (a)  sera  la  première  des  fonctions  dérivées  de  y  (a) 
qui  cessera  de  s'évanouir  avec  a.  On  a  d'ailleurs,  comme 
on  Ta  vu , 

^     ^(«+0  (o)  =  rf-H-»  t{x,y)  —  €f ''+'/(x ,  y)  ; 

les  coordonnées  du  point  de  contact  des  deux  surfaces  sa- 
tisferont donc  aux  équations 

F(jc,/)=/(x,7),     dY{x^y)^df{x,y), 

//-F(x, 7)  =  ./"/(:«:,/), 

26.  . 
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on,  ce  qui  revient  au  même,  aux  équations 

dF  dF  df  df 

d*F  d*¥  d*¥  «/y      . 


d'^F  n      </*F  d*F  d^f 

rte«  idx^'^^dy  -^  dy^  "^         lir" 

n      d*f      ,         ,  if"/^ 

Ces  dernières  formules  devant  subsister  quelles  que  soient 
les  valeurs  finies  attribuées  aux  différentielles  dx^  djTy  en- 
traîneront évidemment  les  suivantes  : 


rF,r;-^V-.Zy,      ax~dx'     dy^dy^      dx^ 

-dlr»' 

d^F  _  </»/       rf»F  _  €/>/ 

dxdy'^  dxdy'     dy*  '"  dy*  ^ 

d'^F  _d*f         rf"F      __       i/"/               €/«F     _ 
€&*•  ""  eir»'   ^""'ify        dx'^^dy^'"  dxdy^*^' 

d"/ 
dxdy^^' 

€/«F_  €/•/ 

û!r"~  ^r"' 

Par  <x>nséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  où  le  plan  tangent  n*est  pas  parallèle  à  Taxe  des  r  , 
non-seulement,  pour  le  point  dont  il  s'agit,  Tordonnée  x 
considérée  comme  fonction  des  deux  variables  indépen— 
dantesx,jr,maisencoresesdifférentielles</z,r/*z.. .  d^^^x^ 
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j  -  ,    ,  •  «.       dz     dz     d*z      d*z       d*z 

d'z  et  ses  dérivées  pertieUes  ^,  -,  ^,  -^,  ^. ,..: 

jusqu^â  celles  dont  Tordre  coïncide  avec  le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à  Tordre  du  contact, 
conserveront  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à  la  seconde. 

Corollaire  4"*.  Lorsque  le  plan  tangent  commun  aux 
deux  suifaces  n'étant  pas  parallèle  à  Taxe  des  z,  Tordre  du 
contact  est  un  nombre  entier,  il  suffit,  pour  le  déterminer, 
de  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

F(x,j)=/(x,.r),  dF{Xyx;}=df{x,x),  d*F{x,x)=d-f{x,x)"' 

d'^F(xyx)  =  d-/{x,r), 

qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact,  indépen- 
damment des  valeurs  attribuées  aux  différentielles  dx,  dy 
des  variables  indépendantes.  L^ordre  des  différentielles 
totales  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  préci- 
sément Tordre  demandé. 

Corollaire  5™*.  Si  le  plan  tangent  cbmmun  aux  deux 
surfaces  devenait  parallèle  à  Taxe  des  z,  il  faudrait,  dans 
les  corollaires  qui  précèdent ,  substituer  Tune  des  varia- 
bles x^yklai  variable  z.  Ainsi ,  pour  montrer  que  les  deux 

surfaces  z=a:'(i — y*)S  z-=zx'*(i — jr  y  qui  touchent 

à  l'origine  le  plan  yz  ont  en  ce  point  im  contact  du 
second  ordre ,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations  ré- 

solues  par  rapport  à  x  prennent  les  formes  x  = j  , 

X  = i ,   et  que  la  différence v est  un 

I — x^  ^  1 — /^        I — X* 

infiniment  petit  du  troisième  ordre ,  quand  on  considère 

yetz  comme  des  infiniment  petits  du  premier. 

On  peut  d'ailleurs  choisir  toujours  pour  axe  des  z  un 

axe  qui  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  le 


<>  • 
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point  de  contact  des  deux  surfaceB.  A  Taide  de  cette  re- 
marque jointe-  à  la  définition  des  deux  surfaces  oscula- 
trices,  on  conclura  généralement  que  de«  surikces  qui 
ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre 
plus  élevé  sont  osculatrices  Tune  de  Tantre,  et  récipro- 
quement que  deux  surfaces  osculatrices  ont  au  point  d^o§- 
culation  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second. 
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Hes  surfitoesquô  peuvent  cogeadrer,  ca  se  mouvanl  dam  l'espace,  des 
lignes  droites  ou  courbos  de  forme  constante  ou  ? ariuble. 


208.  Cousidérous  une  ligue  droite  ou  courbe  représen- 
tée par  deux  équations  qui  renferment  avec  les  coordon- 
nées rectangulaires  Xyy^  z^  deux  paramètres  ou  constan- 
tes arbitraires  c  et  c,  ;  si  Ton  résout  ces  équations  par 
raj^rt  aux  constantes  dont  il  s'agit,  on  en  tirera  u  =  c, 
f^  =  c, ,  a  et  i'  désignant  deux  fonctions  des  variables 
X,  y^  z.  Déplus,  si  Ton  attribue  successivement  aux  cons- 
tantes c  et  c,  une  infinité  de  valeurs  arbitrairement  choi- 
sies, la  ligne  représentée  par  les  équations  u=c,  i^=c, , 
changera  de  position ,  souvent  même  de  forme,  sans  dé- 
crire aucune  surface  déterminée  \  mais  si  Ton  établit 
entre  c  et  c.  une  relation  quelconque ,  si  Ton  suppose , 
pour  fixer  les  idées,  c\  =  y(f),  (j)(c)  désignant  une  fonc- 
tion de  la  constante  c ,  les  équations  u  =  cM^  =  y(c)  re- 
présenteront une  ligne  dont  la  forme  et  la'position  seront 
complètement  déterminées  pour  chaque  valeur  particu- 
lière de  la  constante  c.  Donc  si  l'on  attribue  successive- 
ment à  cette  constante  une  infinité  de  valeurs,  la  ligne  en 
question  se  mouvra  de  manière  h  engendrer  une  certaine 
surface  dont  l'équation  sera  r  =  (p(a),  ou  ce  que  l'on  ob- 
tient quand,  entre  les  deux  équations  de  la  courbe»  on  ëli- 
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mine  la  quantité  c  qui  seule  varie  d'une  cotu'be  génératrice 
a  Tautre.  La  règle  générale,  pour  trouver Téquation  de  la 
surface  engendrée  par  les  positions  successives  delà  courbe, 
est  donc  très  simple.  Il  faut,  i^  résoudre  les  équations  de 
la  génératrice  par  rapport  aux  deux  paramètres  variables 
c  et  Cg  ;  n^  exprimer  que  Tun  de  ces  paramètres  est  fonc- 
tion de  Fautre  ^  3^  éliminer  les  deux  paramètres  en  substi- 
tuant pour  chacun  sa  valeur  en  Jr,y,  z  tirée  des  équations 
de  la  génératrice.  Il  importe  de  remarquer  que  la  courbe 
donnée  n=  c,  >'=  c,  ne  devient  proprement  génératrice 
que  du  moment  où  les  deux  constantes  sont  liées  Tune 
avec  l'autre. 

I®'  Exemple  :  On  demande  Téquation  générale  d'une 
surface  cylindrique,  c'est-à-dire  d'une  surface  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  droite  qui  reste  constamment 
parallèle  à  elle-même.  Si  l'on  nomme  a,  6  ,  y  les  angles 
constants  que  doit  former  cette  droite  prolongée  dans  un 
certain  sens  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  positives, 
et  Xo,  jToy  ^o  1^  coordonnées  variables  d'un  de  ses  points, 
ses  équations  seront 


X  —  X 


o  __  X—^o  _  *— gp. 


CQS«  cosC  çosy  ^ 

ou 

xcosÇ  — X  COS«  ==  OToCOsff —  ^oCOS  a=lC  y 

xcosy  — s  oos«  =XoCOSy  —  ZoCOi  m  =  c», 

c,  C|  désignait,  pour  abréger,  les  constantes  arbitraire$ 
XoCOsS  —  yo^osa»  x^cosy  —  z^cosa.  Si  l'on  attribuait 
aiux  constantes  c  et  c.  une  infinité  de  valeurs  sans  établir 
entre  elles  aucune  relation ,  la  droite 

xeosC  —  /cos«=c,     arcosy  —  «co5«  =  c, , 
pourrait  se  mouvoir  de  manière  à  remplir  successivement 
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tout  Tespace;  mais  si  Ton  suppose  c^=(f(c),  le^  équations 

* 
xcosC — ^cos«  =  c,     orcosy  —  zcos«=<p(c), 

représenteront  lu  génératrice  d'une  surface  cylindrique 
qui  aura  pour  équation 

xcosy  —  7*  ces «=:^ (a?  CCS C  —  jr  cos«). 

On  aurait  pu  prendre,  pour  représenter  la  génératrice,  les 
deux  équations 

et  Téquation  de  la  siu*face  cylindrique  aurait  été 
IxX  -h  wi,  j  -f-  «1  «  =  ^  (te  4-  wir  -t-  nz). 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  pour  obtenir  Téquation 
finie  d'une  surface  cylindrique ,  il  suffit  d'établir  une  rela- 
tion quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  varia- 
blesx,j',  z. 

^^'^  Exemple  :  On  demande  Téquation  générale  d'une 
surface  conique,  c'est-à-dire  d'une  surface  engendrée  par 
ime  droite  mobile  qui  passe  constamment  par  un  point 
donné.  Appelons  OToy^o»  ^^o  ^^^  coordonnées  constantes 
de  ce  point  qu'on  appelle  le  sommet  du  cône,  a,  6,  y  les 
angles  variables  formés  par  la  génératrice  avec  les  axes; 
les  équations  de  cette  génératrice  seront 


X — x«         y — r«       z — z, 


— ^o_  X—Jo^ 


o 


COS0I  cosC  oosy  ' 

ou 

r—fo       cosC  «  — «o       cosy  .. 

X — Xo        COS»  X — Xo        cos» 

et  la  surface  conique  aura  pour  équation 


'  —  Xo  \X—^Xo/  \X — X< 
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cette  valeur  de  j5  —  z^  est  précisément  celle  que  Ton  ob- 
tiendrait en  égalant  à  o  une  fonction  homogène  quelcon- 
que des  trois  différences  x — x^^y — y^^  z — z^.  Si  l'on 
prenait  l'origine  pour  sommet  de  la  surface  conique ,  on 
aurait 


j:o  =  o, 


jr„=o,     «0=0,     zz=xf/^j; 


et  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  conique,  il  suffi- 
rait d'égaler  à  o  une  fonction  homogène  quelconque  des 
variables  x^y^z. 

3"»«  Exemple  :  On  demande  l'équation  d'ime  surface 
conoïde  engendrée  psgr  une  droite  mobile  qui  passe  cons- 
tamment pai*  un  axe  donné ,  en  demeurant  perpendicu- 
laire à  cet  axe.  Si  Taxe  dont  il  s'agit  coïncide  avec  Taxe 
des  x;,  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l'éqaatioD 
de  la  surface  conoïde  seront 

en  sorte  que  l'ordonnée  de  ceue  surface  0e  trouvera  €%t 
primée  par  une  fonction  homogène  de  x  et  de^  du  de^gré 
nul. 

Supposons  maintenani  que  Taxe  de  la  sur&ce  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné  Xq  , 
J'oY  '^09  d^  manière  à  former  avec  les  axes  des  an(^  a^ 
6,  y.  La  génératrice  de  la  surface  pourra  être  considérée 
comme  produite  par  l'intersection  de  deux  plans  mobiles  « 
dont  Tun  passerait  constamment  par  l'axe  de  la  surface , 
tandis  que  l'autre  serait  perpendiculaire  à  cet  axe.  Ncmoi- 
mons  X,  j:x,  V  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpen- 
diculaire au  premier  plan ,  son  équation  sera 

(x  — Xo)  cos  A  -I-  (/  — jo)  cos^  -I-  (s  -T-»o)  eos»  =  o. 
Les  angles  X  ,  jui ,  v  satisferont  de  plus  à  la  condition 

COS«  COSA  -H  COSC  COSf<  -h  COSy  ces»  :::^  O. 
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De  ces  deux  équations  réunies  on  tire 

COSA COS^ 

Cr  — -Jo)  COSy  —  (a— «o)  COSC  "  («  — Zo)  C08«  —  (x— Xo)  C0*y 

cos» 

■~(X— -Xo)  COSff  —  (r— ro)  COS«' 
(r— Jo)  COSy  —  («  — Zo)  COSC  COSA 

(jr — Xo)cosy — {z — Zo)cos«  cos^ 

L^équation  du  second  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sera 
évidemment  de  la  forme 

xçosm~hX  cosC-Hz  cosy  =  c,; 

de  sorte  que  les  équations  de  la  génératrice  et  de  la  sur- 
face conoïde  seront 

Cr~Jo)cOfty  — (z— Zo)co»%_^ 

(x — Xo)G08y — (« — Zo)co$«  * 

«COSflt  -f-JCOsf -f-ZCOSy=:  ^(c), 

.    •       /•  .  ^rO""— /o)cosy — (z— -Zo)cosffl 

4rcos«  + rcosC+2COSy=^|  7^ — ^ ' — ) -^ 1. 

l_(x — a?o)oo8y — (z — Zo)cos«J 

4°*  Exemple.  Concevons  que  l'on  demande  l'équation 
finie  d*une  surface  de  révolution ,  on  pourra  prendre  pour 
génératrice  de  cette  surface  une  courbe  plane  tournant 
autour  d'un  axe  nommé  axe  de  révolution  et  situé  dans 
le  plan  de  la  courbe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un 
cercle  dont  le  rayon  serait  variable,  mais  dont  le  plan 
resterait  toujours  perpendiculaire  k  Taxe  dont  il  s'agit , 
et  dont  le  centre  serait  situé  sur  ce  même  axe.  Cela  posé, 
admettons  d'abord  que  l'axe  de  révolution  coïncide  avec 
l'axe  des  z ,  les  deux  équations  du  cercle  générateur  se- 
ront de  la  forme 

x*  -h  /  *  =  t ,      zizi^^c)^ 
et,  par  suite ^  réquatioii  de  la  surface  de  révolution  sera 
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Si  Taxe  de  révolution  coïncide  avec  une  droite  menée  par 
un  point  donné  Xq  ,  /©  >  ^o^  de  manière  à  former  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  a,  6,  y, 
le  cercle  générateur  sera  évidemment  la  courbe  d^inter- 
section  d^une  sphère  qui  aura  pour  centre  le  point  j:«  , 
j-Q  7  -^0  î  et  d'un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolu- 
tion ;  les  équations  de  ce  cercle  et  Téquation  de  la  surface 
de  révolution  seront  dès-lors 

xcos« -h/ cosC -h  «  cosy  =  ç, 

(x— Xo)*-f-(j— jo)*-l-(2--«o)*=^(^cosae-h/co8C-|-»co«y). 

909.  On  pourrait,  en  généralisant  ces  principes,  faire 
mouvoir  dans  Tespacedes  lignes  tellement  choisies,  que  la 
construction  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement 
de  ces  lignes  dépendit  de  plusieurs  constantes  ou  fonc- 
tions arbitraires.  Considérons  en  effet  une  ligne  droite  ou 
courbe  dont  les  équations  soient 

et  renferment  avec  les  variables  x,  jr^  Zy  plusieurs  para- 
mètres ou  constantes  arbitraires  c,  C|,  Cs,. . .  Si  Ton  at- 
tribue successivement  à  ces  constantes  une  infinité  de 
valeurs  arbitrairement  choisies ,  la  ligne  en  question  chan- 
gera de  position,  souvent  même  de  forme,  sans  décrire 
aucune  surface  déterminée,  à  moins  que  Ton  n'établisse 

entre  les  constantes  c^c^^  c^, .  des  relations  telles  cpie 

la  valeur  de  Tune  étant  donnée,  les  valeurs  de  toutes  les 
autres  s'en  déduisent ,  en  posant ,  par  exemple , 

f  1 ,  f  1 9  ?s  >  •  •  •  •  désignant  des  fonctions  de  la  constante  c. 
Dans  ce  cas,  si  Ton  attribue  successivement  à  cette  cons- 
tante une  infinité  de  valeurs,  la  ligne  en  question  se  mouvra 
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che  manière  à  engendrer  une  certaine  surface  ]  or,  la  forme 
et  la  position  de  cette  surface  dépendront  évidemment  de 
la  nature  des  fonctions  f  t ,  f  « , . . . .  que  Ton  peut  choisir 
arbitrairement',  et  pour  obtenir  son  équation,  il  suffira 
d'éliminer  c  entre  les  deux  équations 

/[x,7,  «,  c,^.  (c),  (p^  (c) ]  =  o, 

F[^,r,«,<?,^,  (c),   ç>j{c) ]=o; 

mais  on  ne  pourra  en  général  effectuer  cette  élimination 
c[u'après  avoir  remplacé  les  fonctions  arbitraires  f  i,  f  «, . . . 
par  d^  fonctions  déterminées  de  la  constante  c. 

On  pourrait  faire  dépendre  les  unes  des  autres  plusieurs 
des  fonctions  qpi,  (ft^  fa»-  •  •  •  et  prendre,  par  exemple, 
pour  (ps9  989  les  dérivées  successives  de  la  fonction  fi(c), 
en  posant  y,  (c)  =t  (f[  (c),    y,  (c)  =  ç"  (c) 

SIO.  Lorsqu'une  surface  est  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'une  ligne  droite  ou  courbe  dont  les  équations  ren- 
ferment une  fonction  arbitraire,  on  peut  déterminer  cette 
fonction  de  manière  que  la  surface  passe  par  une  ligne 
donnée  qui  s'appelle  alors  la  directrice. 

Soient  toujours  i^  =  c,  iv= (p  (c)  les  équations  de  la  gé- 
nératrice, el/(x^jryz)  =  o,  F(x^jr,  z)=Oy  les  équa- 
tions de  la  directrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment.  Pour  déter- 
miner la  nature  de  la  fonction  f ,  il  suffira  d'assujétir 
chaque  génératrice  à  passer  par  un  point  de  la  directrice  ; 
la  fonction  (f  devra  donc  être  choisie  de  telle  sorte ,  que  les 
quatre  équations  qui  précèdent  soient  vérifiées  simultané- 
ment par  un  système  unique  de  valeurs  de  x^  yy  z:  par 
conséquent  la  valeur  de  f  (c)  se  déduira  de  l'équation 
produite  par  l'élimination  des  coordonnées  x^y,  z  entre 
ces  quatre  équations.  La  nature  de  la  fonction  (f  (c)  étant 
ainsi  déterminée,  l'équation  iv  =  f(i^),  qui  ne  renfer- 
mera plus  rien  d'arbitraire,  sera  l'équation  de  la  surface 
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décrite  par  le  mouvement  de  la  génératrice  s'appuyùit  dans 
toutes  ses  positions  sur  la  directrice  donnée. 

21 1  •  Si  Ton  voulait  déterminer  la  fonction  (f  de  manière 
que  la  surface  fût  circonscrite  à  tme  surface  donnée,  il 
faudrait  chercher  d'abord  les  équations  de  la  ligne  de  con- 
tact des  deux  surfaces,  et  Ton  procéderait  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  dire,  en  prenant  pour  directrice  la  ligne 
dont  il  s'agit.  Or,  soit  u  =  o  Féquation  de  la  surface  don- 
née \  la  normale  menée  à  cette  surface  par  un  point  qad- 
conque  (x,y,  z)  de  la  ligne  de  contact  formera  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels  aux 

dérivées  partielles  ~r^  'rt  -rt  tandis  que  la  tangente  me- 
née par  le  même  point  à  la  génératrice  de  la  surface 
forme  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
(n^  156)  seront  proportionnels  aux  quantités 

dp  dpf        dp  dtv dp  dw        dp  dvp 

dy  d%         d%  dy  '     dz  dx        dx  dt 

dp  div  dp  dw 

dx  dy  dy  dx 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  la  surface  décrite  par  la  gé- 
nératrice doit  être  circonscrite  à  la  surface  u  =  o,  la 
normale  de  cette  dernière  surface  doit  être  perpendicu- 
laire k  la  génératrice.  On  devra  donc  avoir  pour  tous  les 
points  de  la  eourbe  de  contact 

_  rfie      ^du      ^du 

et  les  équations  de  cette  courbe  de  contact  qui,  dans 
l'hypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la  surfiice 

,v  =  y  (i.),  seront  "  =  o,  P^+Q^  +  R^  =  o. 

Quoique  Ton  puisse  déterminer  la  forme  de  la  fonc^ 
tion  f  à  Taide  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer, 
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on  parviendra  plus  facilement  à  Téquation  déCnitivc  de 
la  surface  qui  a  pour  génératrice  la  ligue 

et  pour  directrice  la  ligne 

/{xy  j,2)=o,     F(ar,  j,  z)=o, 

en  procédant  comme  il  suit.  Désignons  désormais  par 
ly  y)j  Ç  les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice ,  et 
par  V,  W  ce  que  deviennent  les  quantités  i^,  w  quand  on 
y  remplace  x^y^  z  par  | ,  ifj ,  (^  ;  les  équations  de  cette  gé- 
nératrice deviendront  V  =  i^,  W  =  iv.  Or  si  Toîi  éli- 
mine x^j^z  entre  les  quatre  équations 

/(x, /,  2)=o,     F(jr,  j,  z)  =  o,     VsBi',     W  =  w, 

on  obtiendra  une  équation  nouvelle  qui  renfermera  les 
seules  coordonnées  |,  >?»  (^^  et  qui  sera  vérifiée  pour  un 
point  quelconque  de  Tune  des  génératrices^  donc  cette 
équation  sera  précisément  celle  de  la  surface  ci-dessus 
mentionnée. 

De  même,  si  Ton  élimine  x^  y^  z  entre  les  quatre 
équations 

on  obtiendra  Féquation  engendrée  par  la  ligne  1^=09 
IV  =  f  (c),  et  circonscrite  à  la  surface  u  =  o. 

212.  i**^  Exemple  :  On  demande  Téquation  de  la  sur^ 
face  cylindrique  qui  aurait  pour  directrice  une  courbe 
plane  donnée  par  les  équations 

X  cos  A  -h  jr  cos/*  -h  z  C08»  =  K ,     F  (jp,  j^,  2)  =:  o  ; 

^,  ^,  V  sont  les  angles  que  la  perpendiculaire  an  plan  de 
la  courbe  fait  avec  les  axes.  Les  équations  de  la  généra- 

tri  ce  seront  de  la  forme = i-  =  ,  et  en  ap- 

cos*         COSto  cosy  ^ 
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pelant  i  Tangle  de  la  génératrice  avec  la  perpendiculaire 
au  plan  de  la  directrice,  on  aura 

co8/  =  cos«t  cosA  +  cosCcos/«+  cosy  cos». 

Des  équations  qui  précèdent,  on  tire 

i  —  x^n  —  j  _  g~s  _  (g^jy)cos  AH"(y— r)cov»H"(Ç— g)cos  > 
cos«        cosC      cosy      cosflecosA+cosCoos/i  +  cosycos/ 

et  par  suite 

COS£t 


«  =  l- 


cos 


1;(ÇC08A+ 9C08fft+Ç00SP  —  K),  « 

cosC,-.  ^  _. 

j  =  » j\l  cosA4-»cos/*H-Çcos»  —  Kj, 

ces  o 

^      cosy ,  ^  V  •..  X 

2  =  Ç 3,(f  cosA-hf  co8/*-f-Çcos»  — K); 

COS  w 

et  en  substituant  les  valeurs  de  jc,  j",  z  dans  Téquation 
F  (or  ,^,  ^)  =  o ,  on  obtiendra  pour  Téquation  de  la  sur* 
face  cylindrique 

Lorsque  le  plan  de  la  directrice  coïncide  avec  le  plan  xy^ 
elle  peut  être  représentée  par  deux  équations  de  la  forme 
z  i=  o,  F(x,  j^)  =  o,  et  Téquation  de  la  surface  cylindri- 
que se  réduit  à 


p  /{cosy  —  ^cosflt       ^rcosy  — ÇcosCX  _^ 
\  cosy  '  cosy  ) 


o. 


Si  la  directrice  devenait  parallèle  à  Taxe  des  z ,  on  aurait 

«2=6=  -,  y  =  o,  et  la  surface  cylindrique  se  réduirait 

à  Féquation  de  la  base  :  F($ ,  yj)  =  o. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  directrice  soit 
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rellipse  —  +*^  =  I,  Téquation  de  la  surface  cylindrique 

sera 

({cosy  —  Ç  cos«)*      [n  cosy  —  Ç  cosC)* 

h ^^ =cosV. 

2"«  Exemple.  On  demande  Fëquation  d'une  surface 
cylindrique  circonscrite  à  une  autre  surface  donnée 
i/  =  o. 

Pour  obtenir  son  équation,  il  faudra,  d'après  ce  que 
nous  avons  dît,  éliminer  x^  y^  z  entre  les  quatre  équa- 
tions 

du  du,'      ^      du 

W=:0,      -r-COSût-f- -r-cosb  +  -pCOSy  =  o, 
dx  djr  dz 


É— X  _  n^jr  __  Ç^ 


•z 


cosii        cos^       cosy' 
Supposons  que  la  surface  ii=;o  est  Fellipsoïde 

^  +  ï"»  +  c»""'' 
on  aura 

du  ,   du       ^   ^   du 

-7-COSfit  +  -r-  COSb +-7-COSy 

€lr  dy  dz 

=— cosût-hj-co$C-h—cosy=;i ,         ■      l»      + — r^  =  o> 

et  en  réduisant,     -— -  +  tt +-t  =i. 

Désignons  de  plus  par  2B.  celui  des  diamètres  de  Fel- 
lipsoïde qui  sera  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 
les  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce  diamètre  seront 
Rcosa,  Rcosê,  Rcosy;  et,  comme  elles  doivent  vérifier 
Féquatiou  de  Fellipsoïde,  on  aura 

CCS*  a,       ces*  ^       ces*  y I 

T.  I.  27 
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et  par  suite 

cosa         cosff  cosy  cos**       cos'C       cos'y 

V     "'  *'  <^'     y  fcos»   .   »cosC  _    Ccosv 


{cos«       ifCOsC       Çcosy  ' 
I'       »»       Ç*  _       /{cosat       ucos©        ÇcosyV 

Telle  est  Tëquation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite 
à  l'ellipsoïde.  Pour  lui  donner  une  forme  plus  simple, 
M.  Cauchy  remarque  que  le  plan  tangent  à  Tellipsoïde  au 
point  {x^y^  z)  a  pour  équation,  en  appelant  X,  Y,  Z  ses 
coordonnées  courantes , 


-(x-x)H-f,(Y~r)+:T(z-*)=o, 


ou 

Xx       Yr       Zz        j?»       r*       2* 

a»  ^  ^»        r*        a^^  h^^  e  ' 

d'où  Ton  conclut,  en  ayant  égard  aux  équations 

x.=  Rcos«,    j  =  RcosC,     s=:Rcosy, 

Xcos«       Ycosff       Zoosy i 

~^^       '       h^       *"    ^i      ""  "r  • 

Supposons  de  plus  qu'on  mène  une  droite  du  centre  de 
l'ellipsoïde  à  un  point  (Ç ,  yj,  ^)  pris  sur  \sk  surface  du  cy- 
lindre circonscrit.  Cette  droite  coupera  l'ellipsoïde  et  le 
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plan  tangent  en  deux  nouveaux  points  (jp,  j-,  z),  (X,  Y,  Z); 
et  si  Ton  désigne  par  r,  s^  t  les  distances  du  centre  de 
Tellipsoïde  aux  points  (j:,  J^j  '«)  5  (|^  ^  ?  ^)',  (X ,  Y,  Z),  on 
aura  évidemment 

^  =  -J«.. -^=1''  ^=7^'  ^=7«'  ^='-s'''  z  =  -/; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 


Jî*      j*       z* XcOis«i       YcosC       Zcosy i 

a 


^  -r  T-.  +  -r  =  >  >      i r  — n •" 


il  viendra 


1 


Ces  dernières  équations,  combinées  avec  Téquation  de  la 
surface  cylindrique  circonscrite,  la  transformeront  en 

__,=,_  ou  -=-  +  -. 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  que  puisse  prendre  l'équa- 
tion de  cette  surface. 

Si  à  rellîpsoïde  on  substituait  un  byperboloïde  à  une 
ou  deux  nappes  représenté  pflir  Téquation 

^+ïi-7r^«    ou   ---_^,  =  ,,     • 

l'équation  de  la  surface   cylindrique  circonscrite  à  cet 
hyperboloïdè  serait ,  dans  le  premier  cas , 

i*       91*      Ç»  _^^/^gcos^       ycosg       Ccosy\ 

^"^r'~e»~"'~~       V    «*  **  '^^     /' 

et  dans  le  second , 

Ç*       I'       r'  _  R,  Z^?^^*    i_  ^  ^^*^       ÇcosyY 

/^^  ^»a  Aa  \        >«2  À*  /»^  ' 
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et  par  suite 

f  — -Xo  __  n  —fo Ç  —  Zo 

Cela  posé,  si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équa- 
tions de  la  directrice  on  élimine  x,  y,  z,  Féquation  ré- 
sultante qui  renfermera  seulement  $>  >7,  (^  sera  précisé- 
ment celle  de  la  surface  conique. 

Exemple.  :  Si  la  directrice  est  la  courbe  plane 

on  aura 

g  —  Xq _  I,  — jo  ^^^^""^  A(g— Xo)+B(»y  — jo)  +C( C—  gp) 

et  par  suite 

Axo -h  Bjo +Czo  —  K. 


X=:Xo  —  (f  — Xo) 


r=ro— ('T— jo) 


=  Zo  — (Ç  — «o) 


A(f-Xo)-HB(9~ro)+C(C  — zo)  ' 

A(f-Xo)-)-B(, -ro)-f-C(C-3o)' 
Axo-FB/o+C^o  —  K 


A(^-xo)-^B(l,-ro)^-c(ç-zo)  • 


En  substituant  ces  valeurs  de  jt,  j^,  z^  dans  l'équation 
F(x,  jr^  z)  =  o ,  et  posant 

Aro+Bro+Cza— K  _^ 


A(f-Xo)+B(i,-/o)+C(Ç-Zo) 
on  trouvera  pour  Téquation  de  la  surface  conique 

F[Xo-(î-Xo)U,       jr^-{„~jro)U,        So~-(Ç~Zo)U]=0. 

Lorsque  la  directrice  est  comprise  dans  le  plan  xjr  et  re- 
présentée par  les  formules  z  =  o,  ¥(x^j)  =  o ,  l'équa- 
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lion  de  la  surface  conique  se  réduit  à 

Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  directrice  soit 

l'ellipse  ^  =  o,  —  4-*^  =  i ,  Técpiation  dft  la  surface 
conique  sera 

a^ ■■ 6^ (C-^o)  . 

Supposons  maintenant  que  la  surface  conique  doive  être 
circonscrite  à  une  autre  surface  u  =  o;  comme  en  chaque 
point  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces,  la  géné- 
ratrice de  la  première  et  la  normale  à  la  seconde  se  cou- 
peront à  angles  droits,  les  coordonnées  x,  j,  -«de  cette 
courbe  vérifieront  évidemment  les  équations 

du  .  du  .  .du, 

et  pour  obtenir  Téquation  de  la  surface  conique ,  il  ne 
reste  plus  qu'à  éliminer  j:,j^,  z  entre  ces  deux  équations 
jointes  à  celles  de  la  génératrice. 

Concevons ,  par  exemple,  que  la  surface  conique  doive 

être  circonscrite  à  rellîpsoïde |-*v — I =  i,  on  de- 

■^  a'        b^        e* 


vra  avoir 


—  (x  -  x„)  +  p  (j-  r„)  4-  -  (z^-z,,)'-n  , 


et  en  réduisant 


■^o  ^  .  y  oX      ^o  ^ 


rt" 


/i^  +  TT^'» 


la  coiu'be  de  contact  sera  une  courbe  plane  ,  et  en  ayant 
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égard  à  cette  équation,  on  trouvera 

■^T   +  ^  +   ^  —   I  ^^.-.X^— a./'v.— v^         ^..„ ,  _ 


a 


«4 +^+ ^-  •    (x„-x)i+(^._:,)  ' +(^_,)i 


a>"^6«"*"''         ' 


et  par  suite, 

V^"*--F-+7ï--V-l,T*+ïï+rT-'j  l,iï  +  *i -•■  ^ -  V 

Telle  est  Téquation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 
Tellipsoïde.  Cette  même  équation  peut  être  présentée 
sous  une  forme  plus  simple.  Soient  Ro  le  rayon  vecteur 
metié  du  centre  de  Fellipsoïde  au  sommet  de  la  surface 
conique 5  a,  6,  y  les  angles  qu'il  fait  avec  les  axes;  R  la 
partie  de  ce  rayon  vecteur  qui  représente  le  rayon  de  Fel- 
lipsoïde \  Textrémité  de  ce  rayon  aura  pour  coordonnées 
R  cosa ,  R  cosê ,  R  cos  y ,  et  Ton  aura 

cos*«        cos*tf         C08*y  I 

aro=RoCOS«9     jo  =  RoCOsC,     2o  =  RoCOSy, 

d^'^b^'^c^         \    a»     "*"     6>     ■*"      ir>     ;""R>' 
et  Téquation'de  la  surface  conique  deviendra 
/fco8«   .   jjcosC        Çcosy        iV      /i        i\/f'  ,  9*  .    C*       /\ 
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Concevons  à  présent  qu'une  droite  soit  menée  du  centre 
de  Tellipsoïde  à  un  point  (|,  >î,  O»  c^^^îsi  arbitrairement 
sur  la  surface  du  cône  circonscrit.  Cette  droite  coupera 
Fellipsoïde  et  le  plan  tangent*  qui  touche  l'ellipsoïde  à 
l'extrémité  du  rayon  R  en  deux  nouveaux  points,  dont  les 
coordonnées  x,  j^,  -? ,  et  X,  Y,  Z,  vérifieront  les  équations 

4?*      j»      «• Xcosd       Ycosg       Zcosy £ 

De  plus ,  si  l'on  désigne  par  r,  5,  t  les  longueurs  mesurées 
sur  cette  droite ,  à  partir  du  centre  de  l'ellipsoïde ,  et  qui 
aboutissent  aux  trois  points  (x^y,  z);  (Ç,  >?,  Ç)^(^?  Y,Z), 
on  aura  y  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

f^       ly*      Ç* s*  /icos»       ycosC      ÇcosyN s 

et  par  conséquent 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse 
présenter  l'équation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 
Fellipsoïde . 

Si  à  l'ellipsoïde  on  substituait  l'un  des  hyperboloïdes 
représentés  par  les  équations 


X' 

a'*       o'        c  c*      a 


l'équation  de  la  surface  conique  circonscrite  se  réduirait 
k  l'une  des  suivantes  : 


b 


b 
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Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  prend  pour  directrice  Fel-r 
lipse  x  =  rt,  Y"H —  =i,la  surface  conoïde  sera  repre- 

sentée  par  l'équation  ^^  +  ^  =  i ,  à  laquelle  on  par- 
viendrait aussi  en  prenant  pour  directrice  le  cercle 

ac 

Supposons  maintenant  que  la  surface  conoïde  doive  être 
circonscrite  k  une  s^utre  surface  u  -=■  o.  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  devront 
vérifier  les  équations 

*        dx  dy  dz 

qui ,  parce  que  Ton  ^ 

se  réduisent  à 

du  du 

''='''    ^di'^^d^^''' 

Cela  posé ,  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  conoïde 
il  ne  restera  jius  qu'à  éliminer  JC,j,  z,  entre  les  quatre 
équations 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  conoïde  doive 
être  circonscrite  à  l'ellipsoïde 

l'équation    ^^+Jrf"  =  ^    deviendra 

x{x—xo)   .  /(r— /o)  _  _ 

— ^i^ — + — r>     "''' 
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et,  en  vertu  de  l'équation  -  =-, 

-  (or— Xo)+^  {jr  — jo)  =  o; 
on  aura  dès^lors 

ab\  a*'^  b^  Va>"*"P  Vû»"^A> 

et  par  conséquent 

Telle  est  Téquation  de  la  surface  conoïde  circonscrite  à 
rellîpsoïde. 

Si  Taxe  de  la  surface  conoïde  coïncidait  non  plus  avec 
Taxe  des  z^  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point  donné 
(Xo^^oî  ^o)f  de  manière  à  former  avec  les  axes  coordonnés 
les  angles  a ,  S ,  y ,  les  coordonnées  | ,  y? ,  (^  de  la  généra- 
trice menée  par  le  point  (x,  j-,  z)  de  la  directrice  vérifie- 
raient les  deux  formules 

(f  —  x)  cosii+(9  — j)  cosC  +(Ç  —  z)  cosy  r=o , 
(f — x)  cos/-|-(» — j)cosiw  +  (Ç  — z)cos/t  =o, 

lym^n  désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  per* 
pendiculaire  au  plan  qui  renfermerait  cette  génératrice 
avec  Taxe  de  la  surface  conoïde.  Ces  angles  sont  d'aiUeurs 
liés  entre  eux  par  les  deux  équations 

cosiicos/  -f-  cos^cosm  +  cosytos/*  =  o, 

(x  —  Xo)cos/  +  {x  — j^o)cosm  +  (*  —  Zo)cosn  z=  o, 
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Cette  dernière  équation  exprime  qu'en  chaque  point  dé 
la  courbe  de  contact  la  génératrice  de  la  surface  conoïde 
et  la  normale  de  la  surface  u  =  o  se  coupent  à  angles 
droits. 

215.  Proposons^nous  enfin  de  faire  passer  une  surface 
de  révolution  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface 
a  pour  axe  Taxe  des  z ,  les  coordonnées  ^ ,  y? ,  (^  du  cercle 
générateur,  passant  par  le  point  (x ,  jr^  z)  de  la  directrice  ^ 
vérifieront  les  deux  formules  $*  -|-  yj*  =  x*  +j"*,  Ç  =  ^i 
donc,  si  entre  ces  formules  et  les  équations  de  la  direc- 
trice on  élîinine  x,  y,  z,  Téquation  résultante  qui  ren- 
fermera seulement  ^j  n^  ^  sera  précisément  celle  de  la 
surface  clierchée. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  révolution  doÎTe 
être  circonscrite  à  une  autre  surface  représentée  par  l'é- 
quation w  =  o.  Alors  on  pourra  prendre  pour  directrice 
la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces,  qui  sera  repré- 
sentée elle-même  par  les  deux  équations 

du  du 

Concevons,  pour  fixer^les  idées  que  la  surface  u  =ose 
réduise  à  l'ellipsoïde  de  révolution 

l'équation  x—  —  jr  —  =  o  se  réduira  à  —  =  ^  :  on 
aura  

_^_  21  =  ±  V^'^'+r'  _  ^  V^('  +  ^* 
*o  y- Ï^Vxl+yl 
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«t  par  suite 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

|f -+■»>  -  ^[c* -(Ç-eo)»] -4- xj  4-rî  }'=  4(^:  H- J^i)  (^-4- «»")• 

Telle  est  Féquation  de  la  surface  de  révolution  qui ,  ayant 
pour  axe  Taxe  des  z ,  est  circonscrite  à  l'ellipsoïde  de  ré- 
volution donné. 

Si  Taxe  de  la  surface  de  révolution  coïncidait  non  plus 
avec  l'axe  des  z ,  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point 
donné  (Xq,  y 01  ^o)y  ^^  manière  à  former  avec  les  axes  cer- 
tains angles  a ,  6 ,  7,  les  coordonnées  | ,  >? ,  Ç  du  cercle 
générateur  passant  parle  point  (x,  y,  z)  de  la  directrice, 
vérifieraient  les  deux  équations 

(f  — x)cosa-+-(9— j)cos6^H-(Ç  —  2)cosy=o, 

et  la  surface  de  révolution  circonscrite  pourrait  être  con- 
sidérée comme  ayant  pour  directrice  la  courbe  représen- 
tée par  les  équations 

=  o,  [{r-'Xo)cosS—  (z-'Zo)cosy]  — -f-  [(3--Zo)co6«  — (or— a7o)cosy]  ^ 

'       -+-[(^—^o)cOsC— (jr— ^„)C0S«]  -7^  =  0. 

dz 

Ces  applications  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre 
dans  chaque  cas  particulier. 


T.  I.  28 
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9 

Equations  aux  dérWées  partielles  des  surfaces  engendrées  par   le 

mouTement  des  lignes. 


216.  Considérons  d'abord  la  surface  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  ligne  représentée  par  les  équations 
M  =  c,  w  =  ^(c).  Si  Ton  nomme  ^  et  ^  les  valeurs  des 

déri vées partielles— et ^  que  fournit  Téquation  de  la 

surface ,  dans  le  cas  où  Ton  regarde  x^j  comme  variables 

indépendantes,  et  z  comme  une  fonction  de  ces  deux  Ta- 

riables,  on  aura 

dz  =  pdx  +  qdy-y 

et  cette  dernière  équation  sera  toujours  satisfaite  quand 
les  coordonnées  x^  y^  z  varieront  de  manière  que  le 
point  {X'i^'i  z)  décrive  une  courbe  comprise  dans  la  sur- 
face dont  il  s'agit.  Or  si  la  courbe  en  question  se  confond 
avec  la  génératrice  de  la  surface ,  elle  aura  peur  équation 
i/=zCyW=  y(c),  et  les  différentielles  de  ses  coordonnées 
v^fieront  les  formules 

dç    ,  dç    ,  dv   ,  dw  ,        dw  ,        dw  _ 

—  rfar-h— flr/-h-j-<fc  =  o,    -j'dx-^~dy-\'—dz^<^i 

dx  dy  dz  dx  dy  du 

en  faisant,  pour  abréger, 

dv  dw       dçdw  dv  dw       8p  dw 

'         dy  dz       dzdy^  dzdx       dxdz^ 

dxdy       dy  dx* 
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j  ^  ,         ,        iix       dr       dz 

on  tirera  de  ces  deux  équations  —  =  ^  =  ~,  et  puisque 

les  différentielles  dx^  dy^  dz  doivent  vérifier  Téquation 
dz  z=zpdx+pdy  y  on  aura  définitivement 

Telle  est  Féqualion  aux  dérivées  partielles  de  toutes 
les  surfaces  que  peut  représenter  Féquation  w  =  (f(y)i 
et  qui  sont  engendrées  par  le  mouvement  ue  la  ligne 
|/  =  c,  w  =  <f(c).  Cette  équation  aux  dérivées  par- 
tielles ne  renferme  plus  la  fonction  arbitraire  indiquée 
par  la  lettre  f ,  mais  seulement  les  dérivées  partielles  de  z^ 
savoir,  p  et  ç  avec  les  quantités  P,  Q,  R  qui  sont  dès 
fonctions  déterminées  des  variables  x,jr^  z. 

On  peut  parvenir  directement  à  réquationPp-|-Q^=R, 
en  éliminant  par  une  double  différentiation  la  fonction  9). 
En  effet,  différentions  l'équation  tv  =  y(i')  en  regardant 
tour  à  tour  x  eiz  ouj^et  >^ comme  seules  variables,  il 
viendra 

dç     \ 

dj^y 

dp  \ 
dzV' 

En  divisant  ces  deux  équations  Tune  par  Tautre  ou  les 

midtipliant  en  croix  pour  éliminer-—-^,  on  retrouvera 

Féquation  P^  4.  Qy  =  R; 

On  pourrait  encore  établir  celte  équation  en  considé- 
rant un  point  quelconque  {oc^y^  z)  de  la  surface  iv=:ç(»^) 
et  observant  que  si  Ton  mène  à  ce  point  une  normale  à  la 
surface  et  une  normale  à  la  génératrice ,  ces  deux  droites 
seront  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  En  elFet,  les  cosi- 
nus des  angles  que  forment  avec  les  axes  la  normale  et  la 
tangente  sont  proportionnels,  d'une  part,  aux  quantités 
p^  q^ — I,  de  l'autre  aux  valeurs  de  rfjr,  dy^  dz  tirées  des 

28.. 


dw       dw  d(p(y)  (dç 

dx       dz  dv     \dx 

diP      dw  d^(v) 

1 a  =          ' 

dy      dz  dv 
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équations  de  la  génératrice,  et  par  conséquent  à  P,  Q,  R; 
donc,  puisque  le  cosinus  de  Faiigle  des  deux  droites  doit 
s'évauouir ,  on  aura 

P/?  -h  Q^  —  R  =  o    ou    P/?  -h  Qy  =  R. 

I*'  Exemple  :  Concevons  que  Ton  demande  Téquatiou 
aux  dérivées  partielles  d'une  surface  cylindrique.  Si  Ton 
nonune  a ,  6 ,  y  les  angles  formés  par  la  génératrice  avèci 
les  axes ,  ses  équations  seront 

X  —  Xfi y — Xo z  —  Zo 

cos«  cosff         cosy  ' 

et  Ton  en  tirera 

dx  dy  dz 

cos«        cosC       cosy  * 

de  sorte  que  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces cylindriques  sera 

cosy  =  p  co^  -h  q  cos  •• 

Pour  rétablir  directement  il  suffirait  d'exprimer  que  la 
normale  menée  par  un  point  quelconque  d'une  surface 
cylindrique  ibrme  un  angle  droit  avec  Time  quelconque 
des  génératrices  de  la  surface. 

a"*  Exemple  :  On  demande  Téquation  aux  dérivées 
partielles  d'une  surface  conique.  En  appelant  x^^  y^,^  r<> 
les  coordonnées  du  sommet ,  les  équations  de  la  généra- 
trice seront  encore 


à  l'on  tire 

X Xo 

COSli 

cosC 

— 

2— Zo 

d'oi 

cosy  ' 

dx 
cos  tl 

cosC 

— 

dz 
cosy* 

et. 

par 

suite, 

dx 

dr 

; 

dz 

4 
f 

X— Xo         X  —Xo  z  --  z, 
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rëquadon  aux  dérivées  partielles  sera  donc 

Onrétablirait  directement  en  exprimant  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  conique  passe  toujours  par  le  sommet. 
En  effet,  si  l'on  nomme  ^,  m  y  ^  les  coordonnées  courantes 
du  plan  tangent  mené  à  la  surface  par  le  point  (x,/,  z)^ 
son  équation  sera 

2  —  Ç  =  /?(a:  —  {)  4-  7(r  —  •)? 

et  si  ce  plan  doit  renfermer  constamment  le  point 
(Xo,j^o,  ^o),  on  devra  avoir 

Dans  le  cas  particulier  où  le  sommet  de  la  surface 
conique  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées ,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  de  cette  surface  se  réduit 
à  z  =  px  +  çy.  Cette  dernière  équation  est  celle  que 
fournit  le  théorème  des  fonctions  homogènes  dans  le  cas 
où  l'on  suppose  que  la  fonction  des  variables  x,  y,  dési- 
gnée par  z ,  est  homogène  et  du  premier  degré. 

3"*«  Exemple.  On  demande  l'équation  aux  dérivées 
partielles  d'une  surface  conoïde.  Si  cette  surface  a  pour 
axe  l'axe  des  z ,    la  génératrice  sera  représentée  par  les 

équations  -  =  c,    z  =  (fÇc)^  d'où  l'on  tire 

dx         dy 

—  ==  ^-^,  rfe  =  o, 

^       y 

et  l'on  conclura  dp  ces  dernières  que  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  de  la  surface  conoïde  est  ^x-pyy  =  o. 
Cette  équation  est  précisément  celle  qui  exprime  que 
l'ordonnée  z  est  une  fonction  homogène  et  du  degré  o  des 
variables  a:,  j^.  On  peut  l'établir  encore  en  remarquant 
que  si  par  le  point  (x,  y^  -z)  on  mène  un  plan  tangent  à  la 
surface  conoïde,  ce  plan  renfermera  la  génératrice  tout 
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entière^  et,  par  conséquent,  le  point  d'intersection  de  ta 
génératrice  avec  Taxe,  c'est-à-dire  le  point  qui  sur  cet 
axe  répond  à  Tordonnée  z.  En  effet,  si  dans  Téquation  du 

plan  tangent  z  —  ^  =  p{x  —  0  +  ^ix  —  ^)t^^  pose 

f=:o,     j!f  =  o,     Ç=z,     on  trouve     /?x  +  ^7  =  o. 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  le  point  {x^^  y^^  z^), 
de  manière  à  former  avec  les  axes  les  angles  a ,  6 ,  7  ;  la 
génératrice  pourra  être  représentée  par  les  équations 

(x — aro)co8./  -f-  (x — ^o)cos/w  -h  (2  —  »o)cos/i  =  c, 
arcos«  H-  ^cosC  -h  zcosy  =  ^(c), 

qui  donneront  par  la  différentiation 

costf^  -h  cosCdf  -f-  cosydz  =0, 
çosldx  -+-  cosmdf  -h  co%nd%  =  o , 

les  cosinus  des  angles  l,  m^  n  étant  d'ailleurs  déterminés^ 
par  les  équations      « 

cos/  *  COSI71 


(j^— ro)cosy— (z— Zo)cosC       (a— Zo)coô«— (x  —  Xo)C08y 

_^    ^ COS/I 

"^  (x— Xo)cosC— (r— 7o)cos« 
on  en  conclut 

[{jr  —  j^)c»sy  —  (z  —  Zo)co$C]dx 
-h  [(z  — Zo)cos«  —  (x  — Xjo)cosy\djr  ^  =  o; 
-h  [(a:  — Xo)cos^  — (/  — jr„)c08«]& 


et  en  substituant  pour  dz  sa  valeur  dz  =  ^</r  -h  ^/j^, 
(cosii H"/' <^s(r) dlr  -h  (cosff  -4-  q cosy) rf/  =  o, 

-f-  {(«— .»o)  C08a  —  (x— Xo)co8y+^[(x— «o)c<»6— (r— ^•)co«it]}4r=«>i 

si  maintenant  l'on  élimine  dx  et  1^  entre  ces  deux  équa- 
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lions,  on  trouvera  pour  Téquation  aux  dérivées  partielles 
de  la  surface  conoïde 

(j^— ^o)cos» — (s — Zo)co%C'^p[{x — a?o)cos?— (/— -jo)cos« 

OOSii  -h  pCO%y 

(z— «o)cos«e — (x— aro)cosy-4-9[(j? — Xo)oo6C — (j^— /•)co$»l 

— —  ^  ^  — • 

ces*  -h  q  cosy 

On  peut  présenter  cette  équation  sous  une  forme  plus 
simple;  pour  cela  éliminons  dz^  \^  entre  les  équations 

cos«d!r  H-  cosCdjr  +  cosy^  =  o, 
cosii^r  +  c(»mdjr  +  cosndz  =  o; 

0?  entre  les  équations 

dz  =: pdx -h  qdjr    et     cos/<ir -h  cosiwc(y -f- cos/irfz  =  o; 

nous  trouverons  de  cette  manière 

costfcosn  —  cosycos/ cosCcos/i  —  cosycos/w 

coft/+/'cos/i  cosm-hqcosn 

De  plus,  en  ayant  égard  aux  équations 

C0S«l  ces/  +  COSC  COS/71  H-  cosy  cosn  =  o , 
(x  —  Xo)cos/-f-(jr  —  Xo)cosm  H-  («  —  «o)cosii=  o, 

et  égalant  chacune  de  ces  fractions  à  la  fraction  que 
Ton  obtient  quand  après  avoir  multiplié  haut  et  bas  les 
deux  termes  de  la  première  par  cosff,  et  les  deux  termes 
de  la  seconde  par  cosS ,  ou  les  deux  termes  de  la  première 
par  X  —  oTo  9  et  les  deux  termes  de  la  seconde  par  j^  — j^^ 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme  des 
dénominateurs,  on  trouvera 

:osetcùsn  —  cosycos/  cosCcosn  —  cosycosm  cot*a -H  cos"C-4- cos*y 

cosl-h  pcosn  cos/iî  4- ^cos/f  />cos« -h  ^cosC — cosy 

__   (x  —  jTq) cosat  -f-  (r — Jo)  cos^  H-  (z  —  Zq)  cosy 
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OU  enfin 

/i  (or — xo)-f- ^  (  r — ro) — (2  —  «o) 

===(/?  cos«  4-^  cosC-cosy)[(a:-a:o)co$«i-f-(7-^o)cosff4-{«-«o)é<>sy]. 

Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  Tëquation  aux 
dérivées  partielles  de  la  surface  conoïde.  Pour  établir 
directement  cette  équation,  il  suffira  de  projeter  la 
distance  du  point  (Xo,yo>  ^o)  ^^  point  (x,jr,  ^)>  i®  8|ir 
Taxe  de  la  surface  conoïde  \  2^  sur  la  normale  menée  à  la 
surface  par  le  point  (a:,  ^,  z),  et  d'observer  que  la  seconde 
projection  devant  être  égale  en  longueur  à  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  (Xq^  j^^,  Zq)  sur  le  plan  tangent, 
a  nécessairement  pour  mesure  le  produit  de  la  première 
projection  par  le  cosinus  de  Tangle  aigu  compris  entre  k 
normale  et  Taxe. 

4"*  Exemple.  On  demande  Téquation  aux  dérivées 
partielles  d'une  surface  de  révolution.  Si  cette  surface  a 
pour  axe  Taxe  des  z ,  le  cercle  générateur  sera  représenté 
par  les  équations  x*+j^*=c,  z=ç(c),  d'où  l'on 
tirera 

x<ir  -f-  ydjr  =  0,        rfs  =  o. 

Ces  équations,  combinées  avec  l'équation  dz  =:pdx-\^djr^ 

donneront  -  .=  ~.  On  arriverait  à  la  même  conclusion 

en  observant  que ,  dans  ^hypothèse  admise  ^  la  normale 
menée  â  la  surface  par  un  point  quelconque  (x,  y^  r),  doit 
toujours  rencontrer  l'axe  des  z,  et  qu'en  conséquence,  la 
projection  de  la  normale  sur  le  plan  ay  doit  passer  par 

l'origine.  En  eâet,  si  l'on  nomme  |,  77,  (^  les  coordonnées 
courantes  de  la  normale,  cette  droite  sera  représentée 
par  la  formule 


X—  ^  _  X  —  1  _ 


P  9 
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et  pour  que,  sa  projection  sur  le  plan  xy  passe  par  Fori- 
ginè,  il  suffira  que  ses  équations  soient  vérifiées  quand  on 
y  fera  ^  =  o,  n  =  o,  ce  qui  donne 


^      y  p      9 

-  =  -,        ou       -  =  -. 

P      q  X      y 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  révolution  coïncide 
avec  une  droite  menée  par  le  point  (j^o^^o?  ^o)'>  4^  ™^" 
nîère  k  former  avec  les  axes  les  angles  oL^è^  y;  le  cercle 
générateur  aura  pour  équations 

X cos«  -h  y  cosC  4-  acosy  =  c, 

{x  —  XoY  H-  {y  —yoY  H-  {«  —  «o)*  =  ^W; 

d'où  l'on  tire 

(x—  Xo)dx-h  {y  —  yo)dy-h{z'—z^)dz  =  o, 
co&mdx  +  CQl^Zdy  +  cosyd!s  =:  o , 
et  par  suite 

dx  dy 


{y — ^o)cosy — {z —  Zo)cosC?       (z  — Zo)cos<«  —  {x  —  j?o)cosy 

dz 
{x — a7o)cosC — {y — ^o)co$st' 

combinées  avec  l'équation,  dz^  =  pdx  +  qdy^  ces  der- 
nières équations  donneront 

/>[(^— /o)cosy— (2— Zo)cos^-+-^[(z— Zo)cos« — {x — Xo)cosy] 

=z{x — :Po)cosC — [y — ^o)cos#. 

• 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
de  révolution.  On  pourrait  encore  établir  cette  équa- 
tion en  exprimant  que  la  normale  menée  à  une  semblable 
surface  par  un  point  quelconque  (jx^y^  z)^  rencontre  tou- 
jours l'axe  de  révolution.  En  effet,  si  l'on  nomme  ^9  ^7,  (^ 
les  coordonnées  courantes  de  cet  axe,  on  aura 

S  —  Xq  __  n—yo  __  C-— gp 
CCS»  cos^  cosy 
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«     D'ailleurspour  que  la  normale  renocmtre  Taxe,  ilfaut  qu'un 
même  système  de  valeurs  de  ^,  yj,  ^  satisfasse  à  ces  équations 

et  aux  équations  de  la  normale ^  "^ =  f  —  z: 

P  ^  ^ 

or,  si  Ton  substitue  dans  les  équations  de  Taxe  les  valeurs 

de  ^  et  de  y? ,  tirées  des  équations  de  la  normale,  on  trou- 
vera 

cos«  cosC  cosy 

_(j? — Xo)(cosC-4"^cosy)  —  (j— j^o)(cosat-HjPCOSy)H-(g — g»)(/?cosC — yc<»f 

O 

ce  qui  exige  que  Ton  ai  I 

(x  —  Xo) (cosC  -4-  q  cosy)—  {f  —Xo)  (cos<t  -4-/>  oosy) 

H-  («  —  Zo)  (/?  COSo  —  9  GOft«)  =  o. 

217.  Si  Ton  faisait  mouvoir  dans  Tespace,  non  plus  la 
ligue  que  déterminent  les  équations  p  =  c,  m^  =  f(c), 
mais  celles  que  déterminent  les  formules 

la  surface  engendrée  par  le  mouvement  de  cette  ligne 
pourrait  encore  être  représentée  par  une  ou  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  renfermeraient 
pas  les  fonctions  arbitraires  f  9  X?  ^9  ^^'  Seulement  ces 
équations  aux  dérivées  partielles  seraient  en  général  d'un 
ordre  supérieur  au  premier.  Ajoutons  que  pour  les  obtenir 
il  suffit,  dans  les  deux  équations  de  la  génératrice,  3e  con^ 
çidérer  z  et  c  comme  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes X,  fj  puis  d'éliminer  les  quantités 


de       de       dH        dU        d*e 
e, 


9  • 


'   dx'     dy'     dx*'     dxdy'    dy^ 

(P{c)y  ^'(C),  f{c) >.(C),   ;t;'(c),   ^^  {e) 

entre  ces  équations  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  diffé- 
rentiations  i-elatives,  soit  à  la  variable  x,  soit  à  la  varia- 
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hlejTj  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indiquée  dans 
la  dix-neuvième  leçon.  On  en  conclura,  i®  que  si  les  équa- 
tions de  la  génératrice  renferment  une  seule  fonction  arbi- 
traire f(c),  Télimination  conduira  à  une  seule  équation 
aux  dérivées  partieUes  du  premier  ordre  \  2?  que  si  les 
équations  de  la  génératrice  renferment  deux  fonctions  ar^ 
bitraires  <p(<?),  xi^)^  Télimination  produira  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  ;  3^  que 
si  les  équations  de  la  génératrice  renferment  trois  fonc- 
tions arbitraires  9  (c) ,  x(^)>  ^C^)?  l'élimination  conduira 
à  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  cinquième 
ordre  ^  4^  ^^^  <l^i^s  1^  ^^^  <>^  1^  deux  fonctions  x(c) ,  ^(c) 
seront  les  dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction 
f  (c),  Féliminatioii  produirS  une  seule  équation  aux  déri- 
vées partidles  du  second  ordre,  entte  les  variables  Xy  j^  z, 
de  aorte  que  la  surface  décrite  par  la  génératrice  sera  re- 
présentée par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre,  qui  ne  renfermera  phisla  fonction  <f  ni  ses 
dérivées.  Parmi  les  surfaces  de  cette  nature,  on  peut  re- 
marquer celles  qui  auront  pour  génératrice  la  normale 
principale  d'une  courbe  à  double  courburç  dont  les  équa- 
tions seraient  de  la  forme 

f(po)  désignant  une  fonction  donnée,  et  (f(x)  une  fonc- 
tion arbitraire. 

248.  I*'  £'xem;;/e:  Considérons  la  surface  dé veloppable 
qui  aurait  pour  génératrice  les  diverses  tangentes  que  Ton 
peut  mener  à  une  courbe  à  double  courbure.  Si  Ton  re- 
présente par 

la  courbe  dont  il  s'agit,  la  droite  qui  touchera  cette 
courbe  au  point  dont  les  coordonnées  seront 

z:;=zc,      x  =  ç(c),      jrz=^{c), 
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pourra  être  représentée  par  Féquation 

Pour  obtenîr  Téquation  finie  de  la  surface  développaHe 
engendrée  par  cette  tangente,  îl  faudra  éliminer  c  entre 
ces  deux  équations,  mais  cette  élimination  ne  pourra  être 
effectuée  qu'après  la  détermination  des  fonctions  arbi- 
traires (f  (c) ,  xC^)»  desquelles  dépend  la  considération  de 
la  surface. 

Soient  maintenant^,  47,  r,  5,  t  les  valeurs  des  dérivées 
.  ,,      dz     dz     d*z      d*z     d*z  ^  .     .    iw 

P*"^""*»  ^'  ^r  5^'  ^^'  ^'  <Iuefoumir.,t  léqua- 
tion  de  la  surface  développable  dîfférentiée  deux  fois  par 
rapport  aux  variables  indépendantes  x,  y\  la  formule 
dz  =  pdx  +  çdy  devra  être  vérifiée  par  les  valeurs  de 
dx^  djTj  dz^  tirées  d^  équations  de  la  tangente  à  la  Courbe 
donnée  ;  or  conmie  on  tire  de  ces  équations 

^    _    ^r    _  , 
ou,  puisque  ç' (c),  x{c)  sont  proportionnels  à 

on  trouvera  définitivement 

Cette  dernière  équation  appartiendra  donc  aussi  à  la  sur- 
face développable ,  si  l'on  y  regarde  c  comme  une  quan- 
tité variable  déterminée  par  Véquatiou 

Or  dans  ce  cas  si  Ton  différentie  l'équation 

z  —  <^  =P[^  -—  ^  (c)]  -h  q  [jr  —  x{c)]y 
i^  par  rapport  à  x,  2^  par  rapport  ky^  les  coefficients  de 


TRENTE-HUITlèMiV    LEÇOK.  44^ 

-T-  OU  de  T-  seront  égaux  dans  les  deux  membres,  et  Ton 

dx  dy  ^ 

aura  par  suite 

puis  Ton  conclura,  en  éliminant  la  quantité  c, 

rt  =  f». 

Ainsi,  quoique  les  équations  de  la  génératrice  d'une  sur- 
face développable  renferment  deux  fonctions  arbitraires 
et  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  cette  surface  peut  être 
représentée  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui 
ne  renferme  plus  de  fonctions  arbitraires ,  et  qui  soit  du 
second  ordre  seulement. 

7^^  Exemple  :  De  la  surfiafce  gauche  engendrée  par  une 
droite  qui  glisse  sur  deux  directrices  quelconques 

F(a:,/,2)=0,/(j:,r>2)  =  oet  F,(x,j,z)  =  o,/,(x,j,z)  =o, 

en  restant  constanmient  parallèle  à  un  plan  fixe. 

Nous  prendrons  le  plan  directeur  pour  plan  3iy,  Dès- 
lors,  pour  construire  la  surface  il  suffira  de  couper  les 
deux  directrices  par  divers  plans  horizontaux  et  de  join- 
dre les  points  de  section  par  des  droites.  La  surface  sera 
gauche  en  général,  c'est-à-dire  que  deux  positions  consé- 
cutives de  la  génératrice  ne  seront  pas  dans  le  même  plan. 
Les  équations  de  la  génératrice  seront  d'ailleurs  de  la 
forme  j'rriaxH-ê,  z=:y.  Pour  que  cette  droite  s'ap- 
puie constanmient  sur  les  deux  directrices  données ,  il  faut 
de  plus  exprimer  que  les  quatre  équations 

y=zmx-^ij    2  =  y,    F(ar,/,z)  =  o,   /(jc,^,»)  =  o, 

d'une  part ,  et  de  l'autre  les  quatre  équations 

^=iix-4-^,      «  =  y,      F,(x,  j,z)  =  o,     /,(a:,  j,«)=o, 

sont  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  de  x^  y^  z.  En  éli- 
minant X  ^  y^  z  entre  chacun  de  ces  deux  systèmes  de 
quatre  écpations ,  on  arrivera  à  deux  équations  de  condi- 
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tion  entre  a ,  ë ,  y ,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

SiJ'on  élimine  a,  ê,  y  entre  ces  dernières  équations  et 
celles  de  la  génératrice,  on  aura  pour  réquati<m  générale 
des  surfaces  de  cette  espèce, 

Pour  obtenir  Féquation  aux  dérivées  partielles  indé- 
pendantes des  fonctions  9  et  ;(,  différentions  successiTe- 
ment  par  rapport  à  x  et  kjTy  il  viendra 

d'où  Ton  conclut,  en  divisant,  -  =  —  (f(z).  Comnie  il  est 

arrivé  ici  que  les  fonctions  f ',  ^ ,  ^'  ont  disparu  à  la  fois, 
il  suffira  de  descendre  jusqu*au  second  ordre  pour  élimi- 
ner ceUe  qui  reste.  Si,  donc  en  adoptant  les  notations  ha- 
bituelles 3-—  =  r,  -y-y  =  s  y  -T--  =  f ,  on  diflerentie  Fé- 

quation  du  premier  ordre  siMSOSssivemeat  par  rapport  a  x 
et  ày,  il  viendra 

puis,  en  divisant  ces  deux  résultats  Tun  par  Tautre,  on  ob- 
tiendra pour  Féquation  conmiune  à  toutes  les  surfaces  de 

ce  genre, 

q%f. —  2jEi^jr  -h/^f  =0. 

Prenons  pour  exemple  la  surface  engendrée  par  une  droite 
mobile  qui ,  demeurant  horizontale,  s'appuie  constamment 
«ur  Fellipse  et  sur  le  cercle  représentés  par  les  équations 

x  =  A,    -^  +  -=1;     ar=A,     j»^«>  =  c>. 

S\^Fon  combine  les  équations  de  la  génératrice 

j^  =:  flf*  H-  C,      2  ==y, 
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avec  celles  des  deux  directrices,  on  <d>tiendra  les  deux 
relations 

et  il  s'agira  d'éliminer  a,  6,  y,  entre  les  quatre  dernières 
équations. 

Or  si  d'abord  on  élimine  a,  y,  il  vient 

d'où  il  résulte,  en  éliminant  ê  entre  celles-ci, 

Gela  posé,  si  l'on  conserve  le  même  signe  aux  radicaux 
dans  les  deux  membres ,  ce  sera  exprimer  que  la  droite 
mobile  glisse  sur  les  deux  courbes  en  passant  toujours  par 

deux  points  situés  d'un  même  côté  du  plan  zx ,  car  ces 
radicaux  sont  les  valeurs  de  l'ordonnée  y  dans  les  deux 
courbes  \  alors  l'équation  de  la  surface  se  réduit  à 

(A  —  i  )  cr  =  [(*  —  c)  X  +  cA  --  6 À]  V^c»— »» 

et  représente  un  conoïde  dont  toutes  les  génératrices  vont 

percer  le  plan  zx  en  des  points  situés  sur  une  même  ver- 
ticale placée  en  dehors  des  deux  courbes ,  et  que  l'on  ob- 
tiendrait par  conséquent  en  faisant  glisser  la  génératrice 
sur  cette  verticale  et  sur  l'ellipse. 

Lorsqu'on  adoptera  des  signes  différents  pour  les  radi- 
caux dans  l'équation  de  la  surface ,  elle  conduira  à  un  co-* 
noïde  analogue,  maisdont  l'axe  sera  entre  les  deux  courbes, 
parce  qu'alors  on  exprimera  que  la  génératrice  traverse 

le  plan  zx  entre  les  deux  points  où  elle  s'appuie  sur  la 
directrice. 

Si  avant  d'éliminer  S  on  n'avait  pas  résolu  les  deux 
équations  qui  contenaient  cette  indéterminée,  on  serait 
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tombé  sur  une  équation  du  huitième  degré  qu*il  aurait 
fallu  décomposer  en  deux  facteurs  pour  y  reconnaître  les 
deux  surfaces  distinctes  que  nous  venons  de  signaler. 

219,  Cherchons  encore  Féquation  de  la  surface  gauche 
engendrée  par  une  droite  assujétie  à  glisser  sur  trois  di- 
rectrices quelconques.  Les  équations  de  la  génératrice  se- 
ront de  la  forme 

jt  =  «a  -h  y ,      jr  =  Cz  -h  i'y 

et  il  faudf'a  y  joindre  les  conditions  propres  à  exprimer 
que  cette  droite  a  toujours  un  point  de  commun  avec  cha- 
cune des  directrices,  ce  qui  fournira  entre  a,  6,  d,  y  trois 
relations  de  la  forme 

puis  il  resterait  à  éliminer  a^&^y^  à  entre  les  cinq  équa- 
tions précédentes.  Or  si  d'abord  on  substitue  pour  6,  y,  i^ 
leurs  valeurs ,  il  vient 

et  quant  à  a ,  on  ne  peut  l'éliminer  sans  déterminer  la 
forme  des  fonctions,  c'est-4i-dire  sans  particulariser  les 
directrices ,  de  sorte  que  pour  conserver  au  résultat  toute 
sa  généralité,  il  faut  garderie  système  des  deux  équations 
qui  précèdent  en  considérant  a  comme  une  indéterminée 
qu'on  devra  éliminer  plus  tard,  quand  la  forme  des  fonc- 
tions aura  été  fixée.  Si  l'on  voulait  obtenir  l'équation  aux 
dérivées  partielles  indépendantes  des  directrices,  il  fau- 
drait, en  différentiant  les  deux  équations 

x=  az-^  X  W»    y  =  «^  W  H-4  W> 
se  procurer  assez  d'équations  pour  pouvoir  éliminer  la 
quantité  a  et  les  fonctions  f ,  x?  ^9  9inû  que  leurs  déri- 
vées. On  y  parviendrait  ici  en  descendant  seulement  jus- 
qu'au troisième  ordre. 
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Equations  finies  des  lignes  et  des  surfaces  enreloppes. 


2â0.  Considérons  une  courbe  tracée  dans  le  plan  xy 
et  dont  l'équation 

tt  =  o 

renferme  avec  les  coordonnées  x,^  un  paramètre  varia* 
ble  a,  en  sorte  qu'on  ait 

Si  Ton  donne  successivement  à  a  une  infinité  de  valeurs 
différentes,  l'équation 

/(•2?»  r>  û)  =  o 

représentera  l'une  après  l'autre  une  infinité  de  courbes 
enveloppées  par  une  courbe  unique  dont  il  s'agit  de  trou- 
ver l'équation.  Pour  y  parvenir,  j'observe  d'abord  que 
si  Télimination  de  a  entre  les  deux  équations 

/(^»r»û)  =  o,    /(j:, /,«-!-•)  =0, 

produit  la  suivante 

X{xy  X,  a)==o, 

cette  dernière  formule  résultera  aussi  de  l'élimination  de 
T.  I.  29 
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a  entre  les  deux  équations 

f{x,  fy  a—tt)=  o,    f{xy  /,  a)=o, 

et  qu'en  conséquence  la  courbe  représentée  par  la  for-^ 
mule  x(p^'i  J"?  *)  =  ^  renferDttera  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  représentée  par  l'équation  f(x^  jr^  à)  =  o 
avec  celles  que  représentent  les  formules 

/(x,  j,  a— rt)  =  o,    /(x,  7,  «-+-«)  =  o. 

Les  points  d'intersection  dont  il  s'agit  étant  évidemment 
très  rapprochés  l'un  de  l'autre  lorsque  a  est  très  petit ,  si 
dans  l'équation  x(^^  J^?  ^)  ==  <>  on  fait  a  =  o,  on  obtien- 
dra une  nouvelle  équation  de  la  forme 

qui  représentera  une  courbe  tangente  à  toutes  celles  qui 
répondent  à  la  formule  fix^y-,  a)  =  o,  et  qu'on  appelle 
la  ligne  d'enveloppe  de  toutes  ces  courbes.  U  reste  à  former 
l'équation  tp  (a:,  j")  =  o.  Or  si  l'on  désigne  par  £  un  nombre 
qui  soit  très  petit  avec  a ,  on  pourra  évidemment  donner 
aux  équations  fix^y^  a)  =  o,  fQic^y,  a  +a)  =  o,  la 
forme  suivante  : 

a  =  o,     tt-4-a(--r-±ij=o. 

\da         J 

On  peut  en  conclure  que ,  pour  obtenir  la  formule 

il  su£Sra  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

du   . 
tt  =  o,     -7-  ±i  :=  o. 
da 

Si  dans  ces  dernières  on  fait  a  =  o,  et  par  suite  t  ^i^  Oj 

elles  deviendront 

du 
«=0,     -  =  o, 
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•et  rélimination  de  a  produira  réc[uation  de  la  courbe  en 
veloppante. 

Au  reste ,  on  peut  s'assurer  directement  que  les  deux 
courbes  représentées  par  Féquation  fi  =  a,  i®  quand  on 
suppose  a  constant,  2*^ quand  on  prend  pour  a  une  fonc» 
tion  de  X  et  j^  déterminée  parla  formule 

du 

5^  =  '*' 

se  touchent  dans  tous  les  points  qui  leur  sont  communs. 
En  effet ,  pour  tous  ces  points  les  valeurs  de  -^  tirées  des 

équations  des  deux  courbes  sont  évidemment  les  mêmes  et 

j         ,  .         ,         ,       du       du  dr 

sont  données  par  une  même  équation  -r-  -f-  — -  -f-  =:  o. 

'■  ^  dx      dy  dx 

Applications.  Si  à  la  courbe  qui  a  pour  équation 

<m  mène  par  le  point  dont  Tabscisse  est  x^  une  tangente 
et  une  normale,  les  équations  de  ces  deux  droites  seront 
respectivement 

„  _  ^  (x)  —  (f  —  x)  (p  '  (x)  =  0  , 
f  —  «  4-  [if  —  0(x)]  <p'  (x)  =  o. 

Par  suite  la  tangente  et  la  normale  qui  répondent  au  point 
dont  Fabscisse  est  a  seront  représentées  par  les  deux 
équations 

r  —  ^  (a)— (f  —  a)  <p'(a)  =  o, 

f  —  «  +  [r— <P  W]^' W  =  % 

Si  entre  la  première  de  ces  équations  et  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à  a,  savoir, 

f  —a  =  o, 

^9   • 


45a  CALCUL    DIFFÉHENTIÊL. 

on  élimine  la  constante  a,  on  obtiendra  la  formule 

qui  représente ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  la  courbe 
proposée.  Au  contraire,  si  entre  Féquati on 

et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a,  savoir, 

[y  —  p («)] ^"û  —  [t  4- {(p'aY]  =  o, 

on  élimine  la  constante  a ,  on  obtiendra  Téquation  non 
plus  de  la  courbe  proposée ,  mais  de  sa  développée. 

I®'  Exemple  :  Si  par  le  point  dont  Tabscisse  est  a,  on 
mène  une  tangente  au  cercle  représenté  par  la  formule 

Téquation  de  cette  tangente  sera 

ax  H-  jV^p"  —  a*  =p*. 

Si  Ton  élimine  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  a,  savoir, 

J?—  --r===  =  o, 

on  trouvera  Téquation  du  cercle. 

2™*  Exemple.  Trouver  Tenveloppe  des  ellipses  repré- 
sentées par  des  équations  de  là  ^orme 

quand  on  suppose  a  +  b  =K. 

Solution.  Si  Ton  différentie  Téquation  par  rapport  à  la 
quantité  a,  en  regardant  b  comme  fonction  de  a,  on  aura 

X*  r  * 

—;<&-+-  r»-  db  =  o. 
a^  b^ 
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D'ailleurs  a  +  6  =  K  donne  da  +  db  =  o.  Donc 

donc 

^1 .  Considérons  la  surface  représentée  par  Téquatioii 

Six,  y^  z ,  a)^Oy 

qui  renferme  avec  les  coordonnées  x ,  j^,  z ,  la  constante 
arbitraire  a.  Si  Ton  fait  varier  cette  constante,  la  surface 
dont  il  s'agit  changera  de  position,  souvent  même  de 
fornie ,  et  traversera  un  espace  terminé  par  une  seconde 
surface  qui  touchera  sans  cesse  la  surface  mobile.  Cette 
seconde  surface  est  ce  qu'on  nomme  la  surface  enveloppe ^ 
tandis  que  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion y  (x,  y^  z^  à)  =  o  et  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  a,  sont  ce  qu'on  appelle  les  en-^ 
veloppées. 

Si  dans  l'équation  f{x^j^  z ,  a)  =  o  on  attribue  suc- 
cessivement à  la  constante  arbitraire  trois  valeurs  diffé- 
rentes, mais  très  rapprochées,  par  exemple 

<i  —  a(,     Oy     a  ~h  et, 

a  désignant  tme  quantité  infiniment  petite ,  on  obtien- 
dra trois  enveloppées  très  voisines,  et  celle  du  milieu 
coupera  les  deux  autres  suivant  deux  courbes  comprises 
dans  une  même  surface,  dont  l'équation  sera  produite 
par  l'élimination  de  la  constante  a  entre  les  deux  formules 

A^y  Xy    »i    «)  =  O,     /(x,  ^,  «,  fl  -4-  «)  =  G. 

En  efl'et,  soit 
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Féquation  dont  il  s'agit.  La  même  équation  résultera  en- 
core de  Félimination  de  a  entre  les  deux  formules 

/(x,7,  3,  a  — «)=o,    /(j:, 7,  «,  a)  =  o. 

Si  Ton  fait  converger  a  vers  la  limite  zéro,  les  deux 
surfaces  se  rapprocheront  de  plus  en  plus ,  et  la  surface 
représentée  par  Téquation  xC-^»  J'»  -^^  *)  =  ^  finira  par 
devenir  tangente,  quel  que  soit  a ,  à  l'enveloppée  repré- 
sentée par  Téquation  fÇx,  jr^  Zy  à)  =  o.  Donc  à  la  li- 
mite, c'est-à-dire  lorsqu'on  supposera  a  =  o,  l'équation 
y^(Xyj'^z)  =  o  deviendra  précisément  l'équation  de  la 
surface  enveloppe. 

Observons  maintenant  que,  si  l'on  désigne  par  u  la 
fonction  fix^y^  z,  a)^  et  par  e  une  quantité  infiniment 
petite,  les  équations  y(x,/,z,  a)  =  o,  y(j:^,j^,  «•4-a)=o 
deviendront 


tt=  o,      tt  -f-  « 


Lorsque  dans  celles-ci  on  suppose  a  =  o,  elles  se  rédui- 
sent à 

du 
w  =  o,     — -  =  o. 
da 

C'est  donc  entre  ces  dernières  qu*on  devra  éliminer  a 
pour  obtenir  l'écjuation  dç  la  surface  enveloppe. 

Au  reste,  il  est  facile  de  s'assurer  h  posteriori  que  les 
deux  surfaces  représentées  par  l'équation  u  =o,  i**  dans  le 
cas  où  Ton  attribue  à  la  quantité  a  une  valeur  constante; 
2^  dans  le  cas  où  Ton  considère  a  comme  une  fonction  des 

variables x,j^,  z,  assujétie  à  vérifier  la  formule  —  =  o, 

sont  tangentes  Tune  à  l'autre  dans  tous  les  points  qui  leur 
sont  communs.  Eu  eûct,  la  direction  de  la  normale  à  une 
surface  courbe  pour  le  point  (x ,  jr^  z)  se  trouve  détermi- 
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née  par  les  valeurs  des  coefficients  diâerentiels 

dz  dz 

D'ailleurs  on  tire  de  l'équation  m  =  o,  en  supposant  a 
constant^ 

du  dt$ 

dx  dz 

du  du 

Ty^'^Tz 


+  Z'  :r:  =  o» 


i:.^l^  —  ^'y 


puis,  en  supposant  a  variable  et  fonction  de  x,  y^ 


du  du       du  du 


dx    '   "^  dz        da  dx 
du  du       du  du 


dy  dz        da  df 

Les  valeurs  de  y?  et  de  ^  seront  donc  données  pour  un 
point  situé  sur  la  surface  enveloppée  par  les  premières 
valeurs  de  ^  et  de  y ,  et  pour  un  point  situé  sur  la  surface 
enveloppe,  par  les  secondes,  qui,  en  vertu  de  l'équation 

—  =  o,  se  réduisent  aux  deux  précédentes.  Donc,  pour 

tout  point  situé  a  la  fois  sur  les  deux  surfaces,  les  quan- 
tités p  et  q  obtiendront  précisément  les  mêmes  valeurs  \ 
d'où  il  résulte  que  ces  surfaces  se  toucheront  dans  tous  les 
points  communs  à  l'une  et  à  l'autre. 

222.  Revenons  aux  deux  courbes  d'intersection  de  l'en- 
veloppée qui  correspond  à  l'équation  f{x^y^  z,  «)  ==  o 
avec  celles  que  représentent  les  équations 

/(•«?>  7>  »><»--«)  =o    et    /(x,/,  2,<7 -4-«)  =o. 

Lorsqu'on  passe  aux  limites  en  faisant  éVanouir  a,  ces 
deux  courbes  se  confondent  en  une  seule  qui  est  la  courbe 
de  contact  de  l'enveloppée  représentée  par  l'équation 
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f{x^j^  z^  a)=o  avec  la  surface  enveloppe.  Cette  courbe 
de  contact  est  ce  qu^on  nomme  la  caractéristù/ue.  Pour 
former  ses  équations,  il  suffira  de  poser  a  =  o  dans  les 
formules 

on  obtient  alors,  comme  on  Ta  prouvé,  les  équations 

du 
a=o,     -=o. 

Donc  ces  dernières ,  lorsqu'on  y  considère  a  conune  cons- 
tant, sont  les  équations  mêmes  d^  la.  caractéristique.  Si 
Ton  y  donne  successivement  à  la  constante  a  diverses 
valeurs ,  on  obtiendra  diverses  caractéristiques  tracées 
sur  diverses  enveloppées. 

Les  courbes  d'intersection  de  Tenveloppée 

avec  les  deux  enveloppées  que  représentent  les  équations 

/(x,j,  z,a-hot)=r  p,    /(x,7,3,a  — «)=  o, 

se  coupent,  en  général,  en  un  point.  Les  coordonnées  de 
ce  point  se  trouvent  déterminées  par  les  trois  équations 

/(•2p>r>2>«--'<)=o>  /(■^>r»»>«)=o,  /(x,j,«,fl4-«)=o^ 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit , 

du      cL^fd^u.    \ 

du       m.  •  fd^u    .      A 

e,  e'  désignant,  ainsi  que  a,  des  quantités  infiniment  pe- 
tites. On  peut  encore,  à  ces  équations,  substituer  les 
suivantes: 

du      A/d'u,\  rf»a    .   i±i' 
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m 

Si  maintenant  on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouira, 
les  équations  qui  précèdent  deviendront 


du  d*u 

^~®'    d^ 


u=^      ^  =  o,    rr7=^ 


Ces  dernières  déterminent  ce  qu^on  peut  appeler  le  point 
commun  à  la  caractéristique  représentée  par  les  équations 

a  =  o,  —  =:  o,  et  à  une  caractéristique  infiniment  voi- 
sine, n  existe  un  point  de  cette  espèce  sur  chaque  en- 
veloppée. XiSL  suite  des  points  semhlables  correspondants 
aux  diverses  enveloppées,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
aux  diverses  valeurs  de  a,  constitue  sur  la  surface  en- 
veloppe, une  certaine  courbe  à  laquelle  on  a  donné  le 
nom  à" arête  de  rebroussement.  Pour  obtenir  les  deux 
équations  de  cette  courbe  eux, y,  5,  il  suflSt  évidem- 
ment d^éliminer  la  constante  arbitraire  a  entre  les  trois 

équations 

du  d^u 

Donc  les  équations  ix  =  o,  ^  =  o,  qui   représentent 

une  caractéristique  particulière,  lorsqu'on  y  suppose  la 
quantité  a  constante ,  représentent  au  contraire  l'arête  de 

rebroussement,  si  l'on  attribue  à- cette  quantité  une  va- 

d^u 
leur  variable  propre  à  vérifier  l'équation  ^-7  =  o. 

Conmie  dans  les  deux  hypothèses  les  équations  1^  =  0, 

^  =  o  fournissent  les  mêmes  valeurs  de  da:^  dy^  dz^  ou 

plutôt  les  mêmes  valeurs  des  rapports  -7-,  —,  nous  de- 

vons  conclure  que  tout  point  commun  à  l'arête  de  re- 
broussement et  à  une  caractéristique  |  est  pour  ces  deux 
courbes  un  point  de  contact. 
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âS3.    i^''  Application  :  Surface  cylindrique  droite  « 
base  circulaire. 

Considérons  le  cercle  représenté  par  la  formule 

x>  H-  7»  =  p% 

et  tracé  dans  le  plan  xy.  Si*  par  le  point  dont  Tabscisse 
est  a ,  on  mène  une  tangente  à  ce  cercle,  et  par  cette  tan- 
gente un  plan  perpendiculaire  au  plan  xjr^  ce  plan  aura 
pour  équation  Téquation  même  de  la  tangente ,  savoir , 

ax  -H  jV^p*  —  a*  =  p*. 

Si  Ton  fait  varier  la  valeur  de  a,  le  plan  se  mouvra  de 
manière  à  toucher  constamment  la  surface  cylindrique 
droite  qui  a  pour  base  le  cercle  donné.  Donc ,  en  vertu 
des  principes  ci-dessus  établis ,  l'équation  de  cette  surface 
cylindrique  devra  résidter  de  l'élimination  de  la  cons^ 

tante  a  entre  la  formule  ax-\-y  V/p* — a^  =  p*^  et  sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  à  la  quantité  a.  Cette  dérivée 

étante =  n,  l'élimination  donne  pour  ré- 

sultat  X*  +  j"*  =  p*,  comme  on  devait  s'y  attendre. 
Dans  le  cas  présent,  la  caractéristique  représentée  par 

les  équations  ax+y\/p*  —  a*  =  p*,  x =q, 

sera  la  droite  verticale  qui  résulte  de  l'intersection  de 
deux  plans  infiniment  voisins  menés  par  deux  tangentes 

perpendiculairement  au  plan  xy. 

Comme  les  droites  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

2"*  Application  :  Surface   cylindrique  à  base  quel- 
conque. 

Considérons  un. plan  parallèle  à  l'axe  des  z  et  repré- 
senté par  l'équation  j^  =  ax  +  b.  Si  l'on  fait  varier  le* 
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eonstantes  a  et  & ,  ce  plan  deviendra  mobile  ^  et  la  loi  de 
son  mouvement  sera  déterminée  si  Ton  établit  une  rela- 
tion entre  les  deux  eonstantes,  en  supposant  par  exemple 
b  =  9>(a).  Dans  cette  hypothèse,  le  plan  mobile,  dont 
Téquation  prend  la  formey  =  ûj:  +  9  («)»  touchera  cons- 
tamment une  surface  cylindrique  qui  pourra  elle-même 
être  représentée  par  l'équation  j^  =  ax  -^  (f  («),  pourvu 
que  Ton  attribue  à  la  quantité  a,  non  plus  une  valeur 
constante ,  mais  une  valeur  variable  propre  à  vérifier  la 
dérivée  de  l'équation  j^  =  aa:  +  9  (a)  prise  relativement 
à  cette  quantité,  savoir,  x  +  <f(à)  =  o. 

Pour  chaque  valeur  particidière  de  a,  les  équations 
jr  =  ax  +  (f(à)  elx-{-  ^'(p)  =  o  réunies,  détermineront 
une  caractéristique  qui  sera  évidemment  une  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  des  z.  Cette  droite,  comprise  tout  entière 
dans  la  surface  cylindrique,  se  confondra  évidemment 
avec  la  génératrice  de  cette  surface. 

Comme  les  diverses  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles ,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

224.  3"*  Application  :  Surface  développable. 

Considérons  maintenant  un  plan  quelconque  repré- 
senté par  l'équation  z  ^=  ax  +  fy  +  c.  Si  l'on  fait 
varier  les  constantes  a,  i,  c,  mais  en  établissant  des  rela- 
tions entre  ces  constantes ,  par  exemple ,  en  supposant 
b  =  y  (a),  c  =  ;((a)  ,  le  plan  deviendra  mobile ,  et  la  loi 
de  son  mouvement  sera  complètement  déterminée  par  la 
nature  des  deux  fonctions  (f  et  ;(.  La  surface  à  laquelle  le 
plan  restera  tangent  dans  toutes  ses  positions  sera  ce  qu'on 
nomme  une  surface  déueloppable.  D'après  son  mode  de 
formation ,  il  est  clair  que  le  plan  mobile ,  supposé  flexible 
et  inextensible,  pourra  s'appliquer  et  se  plier  sur  elle, 
sans  duplicature  ni  solution  de  continuité,  et  récipro- 
quement qu'on  pourra ,  sans  briser  la  surface ,  l'appliquer 
et  la  développer  sur  ce  plan.  La  caractéristique  de  la  sur- 
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face ,  qu'on  peut  aussi  nommer  sa  génératrice ,  ne  sera 
autre  chose  que  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  in* 
iiniment  voisins.  Les  équations  de  cette  droite  seront  Té- 
quation  même  du  plan  mobile ,  savoir , 

z  =  flx  -hjrç  {a)  -4-  xi^)  > 
et  sa  dérivée,  prise  relativement  à  la  constante  a,  savoir  , 

L'élimination  de  la  constante  a  entre  ces  deux  équa- 
tions donnera  pour  résultat  Féquation  même  de  la  sur- 
face développable. 

Si  Ton  différentie  de  nouveau  Féquation 

par  rapport  à  la  quantité  a,  on  trouvera 
Les  trois  équations 

o=jr9»-+-A;», 

déterminent,  pour  chaque  valeur  particulière  de  a,  un 
point  situé  sur  l'arête  de  rehroussement  de  la  surface  dé- 
veloppable. Si  entre  les  mêmes  formules  on  élimine  a, 
on  obtiendra  précisément  les  deux  équations  de  cette  arête 
de  rehroussement.  Ajoutons  que  si  l'on  effectue  d'abord 
Télimination  entre  les  formules  z=zax+jr(f(aj  4-x(^)> 
o=j:-f-jy'(a)4-;^'(a),  on  trouvera  pour  première  équa- 
tion celle  de  la  surface  développable,  qui  passe  effecti- 
vement par  l'arête  dont  il  s'agit. 

On  peut  remarquer  encore  que,  pour  chaque  valeur 
particulière  de  a,  l'équation  o  =  x  +jrî'(^)  +  x'W 
représente  un  plan  perpendicidaire  au  plan  xy  et  pas- 
sant par  une  caractéristique.  Tous  les  plans  de  cette  es- 
pèce touchent  évidemment  une  certaine  surJacc  dévelop- 
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pahle ,  et  pour  former  Tëquation  de  cette  seconde  surface 
il  suffit  d'éliminer  a  entre  la  formule 

et  sa  dérivée  relative  à  la  quantité  a ,  c'est-à-dire  entre 
les  formules 

D'autre  part  il  est  clair  qu'en  opérant  ainsi  on  obtien- 
dra une  seconde  équation  de  l'arête  de  rebroussement. 
Donc  cette  arête  est  précisément  la  ligne  d'intersection 
des  deux  surfaces  développables. 

A  la  formule  z  =  ax  -{-y(f(a)  -^)(^(à)  on  pourrait  subs- 
tituer l'équation  générale  du  plan  osculateur  d'une  courbe 
donnée ,  ou  du  plan  normal  â  cette  courbe.  Soient 

les  deux  équations  de  la  courbe,  et  désignons  par  ^j  m^  ^ 
les  coordonnées  variables  du  plan  osculateur  ou  normal. 
L'équation  du  plan  osculateur  sera 

ou  plus  simplement 

(î-x)[l>'(x)x"ix)-(p"{x)x^{x)]-(,-x)x"(*)M^->W'{^)=o, 
tahdiâ  que  l'équation  du  plan  normal  sera 

(>u ,  en  d'autres  termes , 

i  —  X  ^  [n  —(p{x)](p'{x)  4-  [Ç— ;j.(x)];t'W  =  o. 

En  conséquence ,  les  plans  osculateur  et  normal ,  menés 
par  le  point  dont  l'abscisse  est  a ,  auront  pour  équations 
respectives 

i€—a)[^'{a)x"ia)-<p"{a)x'ia)]-[,-9ia)]x"{a)+[K-xi'')]9"{'')  =  o, 
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et 

£  —  û  H- [«  — (p(a)]^'€H- [Ç— ;t(fl)];^;'(a)  =  ô. 

Cherchons  maintenant  la  surface  développable  qui  tou- 
che constamment  le  plan  osculateur.  La  caractéristique  de 
cette  surface  sera  représentée  par  Téquation 

et  par  la  dérivée  de  cette  équation  prise  relativement  à  la 
quantité  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux 
formules 

{(f-fl)p' («)-[,-  ia)]}x"'{a)-  [  {f-«)A5'(«)-[C->î(«)]  }9'W=* 
Or  ces  deux  équations  équivalent  aux  deux  suivantes 

(f  _-  a)(p\a)  —  [u  —  (Pia)]  =  o, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  à  la  seule  formule 

Donc  la  caractéristique  de  la  surface  développable  se  con- 
fond avec  la  tangente  à  la  courbe  donnée.  Il  est  aisé  d'en 
conclure  que  Tarète  de  rebroussement  de  cette  surface  se 
confond  avec  la  courbe  elle-même.  C'est  aussi  ce  que  dé- 
montre le  calcul.  En  effet,  les  coordonnées  d^un  point 
quelconque  de  l'arête  de  rebroussement  doivent  satisfaire 
non-seulement  aux  équations 

(f -«)*'(«)-[«-  <P(«)]  =  o,  (f  -  «)a:'{«)-[«  -x(a)]  =  o; 

mais  encore  aux  dérivées  de  ces  équations  prises  relative- 
ment  à  la  quantité  a.  Or  ces  dérivées  se  réduisent  Tudc 
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tet  l'autre  à 

{  —  n  =  o. 

Si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équations 

(I  -a)9'iaj-   [,  -^a)]  =  o, 
((  -  a)x' (a)  -  [i:   -  xia}]  =  o, 

on  élimine  a ,  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

c*est-à-dire  précisément  les  équations  de  la  courbe  don- 
née. Quant  à  Féquation  même  de  la  surface  développable 
qui  touche  constamment  le  plan  osculateur,  il  est  clair 
qu'elle  résultera  de  l'élimination  de  la  constante  a  entre 
les  formules 

(è  —  a)ip'{i^)  —  [r  —  (p{a)]  =  o, 
(f  _  a)x'{a)  -  [Ç  -  ASW]  =  o, 

Passons  à  la  recherche  de  la  surface  développable  qui 
touche  constamment  le  plan  normal.  La  caractéristique 
de  cette  surface  est  représentée  par  l'équation 

jointe  à  sa  dérivée 

Or,  on  satisfait  à  ces  mêmes  formules  en  prenant  pour 
I,  yj ,  (^  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  de 
la  courbe  proposée.  Donc  ce  centre  se  trouve  situé  sur  la 
droite  avec  laquelle  se  confond  la  caractéristique  de  la  sur- 
face développable.  J'ajoute  que  cette  caractéristique  et  le 
rayon  du  cercle  osculateur  se  coupent  à  angles  droits.  En 
effet,  si  par  le  point  qui  sur  la  courbe  a  pour  abscisse  la 
quantité  a ,  on  mène  ime  parallèle  à  la  caractéristique  de 
la  surface  développable ,  cette  parallèle  sera  représentée 
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par  les  deux  équations 

ou,  ce  qui  revrent  au  même ,  par  la  formule 

^\a)z''{a)  -  ^" Wa;' W  "■  -  x'{a)  -     ^-  (a)  • 

Donc  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan  oscola- 
teur,  et  par  suite  au  rayon  du  cercle  osculateur,  autrement 
nommé  rayon  de  courbure,  ce  qui  entraine  la  proposi^ 
tion  énoncée. 

Si  entre  les  équations 

(  -a  +[n-  tf(«)]^(a)  +  [Ç  -  x(«)]a:'(«)  =  o. 

on  élimine  la  quantité  a ,  on  obtiendra  précisément  Fé- 
quation  de  la  surface  développable  qui  touche  constam- 
ment le  plan  normal.  Cette  équation  appartiendra  en 
même  temps  à  Farète  de  rebroussement  de  la  surface,  et 
pour  obtenir  une  seconde  équation  de  cette  arête ,  il  suf- 
fira d^éliminer  de  nouveau  la  quantité  a  entre  Féquation 

•  -H[*'W?  -t-[;c'W]'  =[r- ^«)]*"W  -t- K-x^aWi") 

et  sa  dérivée  prise  relativement  à  cette  quantité,  savoir: 

3[^'(«)»"'(«)+;c'W;t"(«)]=['»-*(«)l?»+K-«(«)];c'W. 

Nous  avons  vu  que  si  XjJTj  z  représentent  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  développante,  et  J,  i?,^' 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  développée, 
on  a 

(f  —  x)w:r-h(i»— /)rfr-h{Ç  — »)di  =  o, 
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Par  conséquent  si  Ton  élimine  x^y^  z  entre  ces  dernières 
et  les  formules  j^=y  (or),  z=-^{x)^  on  obtiendra  en  ^,  w,  Ç, 
Téquation  de  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  situées 
toutes  les  développées  de  la  courbe  représentée  par  ces 
mêmes  formules. 

Or  l'élimination  dont  il  s'agit  donne  évidemment 
le  même  résultat  que  celle  de  la  quantité  a  entre  les 
formules 

f -  «  -H  [r-^Wl^'W  -^[Ç -  xW\z(éi)  =r  o, 
'  -+-  [^  W?  -H  WWY  =  [r  -  ^W]  4>»  4-  K-;t(«)]>;  ». 

Donc  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le 
plan  normal  à  une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps 
le  lieu  de  toutes  ses  développées.  On  arrive  encore  aux 
mêmes  conclusions  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan 
tangent  à  cette  surface,  avec  plusieurs  droites  menées  par 
un  point  pris  à  volonté  dans  ce  plan,  pendant  que  le  point 
décrira  une  courbe  dans  l'espace,  chaque  droite  tracera 
évidemment  sur  la  surface  une  développée  de  cette  courbe. 
Donc  la  surface  sera  le  lieu  de  toutes  les  développées,  et 
le  plan  tangent,  passant  par  les  tangentes  aux  dévelop- 
pées, ou,  en  d'autres  termes ,  par  plusieurs  droites  nor- 
males à  la  courbe  décrite,  se  confondra  nécessairement 
avec  le  plan  normal  à  cette  courbe. 

22S.  4"*  Application  :  Surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  une  sphère  dont  le  rayon  demeure  cons- 
tant et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  ligne  donnée. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  de  la  sphère  s<e 
meuve  sur  l'axe  des  a:;  si  l'on  désigne  par  a  l'abscîsse  de 
ce  centre ,  l'équation  de  la  sphère  mobile  sera  de  la  forme 

et  si  à  cette  équation  on  joint  sa  dérivée  prise  relalive- 
T.  I.  3o 


l 
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uieni  à  la  quantité  a ,  savoir, 

X  —  flf  =  o, 

on  obtiendra  les  deux  équations  de  la  caractéristique  de 
la  surface  enveloppe.  L'élimination  de  a  donne,  pour 
Téquation  de  cette  même  surface, 

donc  la  surface  enveloppe  sera ,  comme  on  devait  s'y  at- 
tendre, un  cylindre  droit  qui  aura  pour  axe  Taxe  desx, 
et  pour  base  un  cercle  décrit  d'un  rayon  p  égal  à  celui  de 
la  sphère. 

Les  différentes  caractéristiques  étant  des  cercles  paral- 
lèles, compris  dans  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des 
X ,  il  n^y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

Supposons ,  en  second  lieu ,  que  le  centre  de  la  sphère 

se  meuve  sur  une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan  ay. 
Si  Ton  désigne  par 

Téquation  de  cette  courbe,  celle  de  la  sphère  mobile  sera 
de  la  forme 

(j^  —  a)»  -f-  [r  —  <PW?  -h  «•  =  p* ; 

si  à  cette  équation  Ton  joint  sa  dérivée  par  rapportât, 
savoir  : 

*  —  «  +  [/  — ^(a)]  p'{a)  =  o , 

on  obtiendra  les  deux  équations  qui  représentent  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  qui  touche  constamment  la 
sphère  mobile ,  et  que  Ton  nomme  surface  canal.  Enfin,     1 
si  aux  équations 

on  réunit  la  dérivée  de  la  dernière  par  rapport  à  n,  savoir. 

'  +[*'(«)?-  [r-  »(«)]  ^»  =  o. 
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OQ  aura  en  tout  trois  équations  qui  détermineront  les  co- 
ordonnées d'un  point  situé  sur  Tarète  de  rebroussement 
de  la  surface  canal.  L^équation  de  cette  surface  résultera 
de  Félimination  de  a  entre  les  formules 

Quant  aux  équations  de  Tarète  de  rebroussement,  il  suf- 
fira pour  les  obtenir  de  joindre  à  Féquation  de  la  surface 
canal  celle  que  Ton  obtient  en  éliminant  a,  entre  les 
deux  équations 

Cette  élimination  conduira  à  l'équation  d'une  surface 
cylindrique  verticale ,  dont  l'intersection  avec  la  surface 
canal  sera  précisément  Farète  dont  il  s'agit. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  le  centre  de  la  sphère 
se  meuve  sur  une  courbe  à  double  courbure  représentée 
par  les  deux  équations 

la  sphère  mobile ,  représentée  par  la  formule 

parcourra  un  espace  dont  l'enveloppe  sera  encore  une 
surface  canal.  De  plus ,  comme  la  dérivée  de  cette  der- 
nière équation  relative  à  la  quantité  a,  savoir, 

est  l'équation  même  du  plan  normal  à  la  courbe  décrite 
par  le  centre  de  la  sphère  mobile^  il  est  clair  que  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  canal  sera  précisément  le  cercle 
qui  résulte  de  l'intersection  de  ce  plan  normal  avec  la 
sphère.  Si  entre  les  formules 

3o. . 
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on  élimine  a,  on  obtiendra  l'équation  de  la  surface  canal* 
Si  Ton  élimine  la  même  quantité  a  entre  Féquation 

et  sa  dérivée  relative  â  a,  savoir, 

on  obtiendra  Féquation  de  la  surface  développable ,  que 
touche  constamment  le  plan  normal  à  la  courbe  des  cen- 
tres. Enfin,  toutes  les  fois  que  la  surface  canal  sera  ren- 
contrée par  la  surface  développable,  la  courbe  d'intei^sec- 
tion  de  ces  dfeux  surfaces  sera  Tarète  de  rebroussement 
de  la  première. 
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Equations  aux  dcrivces  partielle»  tles  surfaces  enveloppées  et  <iei 

surfaces  enveloppes. 


226.  Considérons  la* surface  représentée  par  l'équa- 
tion M  =  o ,  et  supposons  d'abord  que  la  fonction  u  ren- 
ferme, avec  les  coordonnées  x^j^,  z,  les  deux  paramé- 
tres rt  et  i  =  ç(a);  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

Si  Ton  fait  varier  la  constante  a,  la  surface  dont  il  s'agit 
deviendra  mobile ,  et  parcourra  un  espace  dont  Tenve- 
loppe  sera  une  nouvelle  surface  représentée  parTéquatioii 
qui  résulte  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  suivantes 

du 
«  =  o ,      -—  =  o. 
da 

Cela  posé,  on  reconnaît  facilement  que  les  équations 

du         du  du  du 

appartiennent  à  Ture  des  surfaces  enveloppées,  lorsqu'on 
attribue  à  la  quantité  a  une  valeur  constante ,  et  à  la  sur- 
face enveloppe ,  lorsqu'on  attribue  à  la  quantité  a  une 

valeur  variable  propre   à   vérifier  la  formide  —  ==  o. 
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Donc ,  si  entre  ces  trois  équations 

du  du  du  du 

on  élimine  a  et  9(^)9  on  obtiendra  une  équation  aux  dé- 
rivées partîeUes  en  x^j^z^p^q^  qui  appartiendra  en 
même  temps  à  la  surface  enveloppe  et  à  chacune  des  sur- 
faces enveloppées. 

Exemple  :  Supposons  que  la  surface  représentée  par 
Féquation  u  =  o  soit  une  sphère  dont  le  rayon  p  de- 
meure constant  et  dont  le  centre  se  meuve  sur  une  courbe 

comprise  dans  le  plan  jcy.  L'équation  m  =  o  sera  de  la 
forme 

[x  —  ay  4-  [r  —  (p{a)Y  -h  2*  =  f». 

Dans  la  même  hypothèse,  les  deux  dernières  équations 
du  du  du  du 

se  réduiront  à 

X  —  a  -\-pzz=iOy     y  —  ^{a)-\-  qz  •=.  o. 

Cela  posé ,  l'élimination  de  a  et  de  y  (a)  entre  les  formules 

{x  —  ay  4- [r  —  ^û)]»  -h  »»  =  pS 
x— û  -|-/?r  =  0,     y  —  ^d)  -h  çz  =:  o, 

produira  l'équation  aux  dérivées  partielles 

qui  appartiendra  non-seulement  à  la  sphère  mobile,  mais 
encore  à  la  surface  canal  circonscrite  à  toutes  les  sphères. 
Supposons  maintenant  que  l'équation  m  =  o  renferme 
avec  les  coordonnées  x^  y^  z^  les  trois  paramètres 
a,  i  =  (p(a)  et  c=y^{a)j  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 
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Si  Ton  fait  varier  la  constante  a ,  la  surface  reprëseutéo 
par  Téquation  m  =  o  deviendra  mobile ,  et  pour  cette  sur- 
face mobile ,  ainsi  que  pour  la  surface  enveloppe  de  Fes- 
pace  qu'elle  traverse,  les  valeurs  de  x,  ^,  z^  p^  q  satis- 
feront à  la  fois  aux  trois  équations 

du  du  du  du 

«  =  *''    di+PTz=''^    ^  +  ^^=''- 

Supposons,  que  ces  mêmes  équations  étant  résolues  par 
rapport  aux  paramètres  /z,  f(a)  et  ;((a) ,  ou  en  tire 

U,  V,  W  étant  fonctions  des  seules  variables  x,  j^,  z,  />^,  </ , 
et  par  suite 

On  pourra  donc  obtenir,  dans  le  cas  que  Ton  considère, 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  or- 
dre, dont  chacune  appartiendra  également  à  la  surface 
mobile  et  à  l'enveloppe  de  l'espace  qu'elle  parcourt.  Pour 
former  ces  mêmes  équations,  il  sufiSra  d'établir  une  liai- 
son arbitraire  entre  deux  quelconques  des  trois  quantités 
variables  U,  V,  W.  Par  conséquent,  chacune  des  équa- 
tions dont  il  s'agit  renfermera  une  fonction  arbitraire. 
Telles  sont  eÛecti  vement  les  fonctions-  9 ,  X^  ^  àdins  les  for- 
mules précédentes  :  V  =  tp  (U) ,  W  =  x(U),  W  =  ^P( V). 
Au  reste,  comme  la  fonction  arbitraire  x  (^)  peut  être 
censée  déduite  d'une  équation  de  la  forme 

la  caractéristique  rs  indiquant  eHe-mème  une  fonction 
arbitraire,  il  est  clair  que  pour  la  surface  enveloppe  et 
pour  chacune  des  enveloppées,  les  valeurs  de  x,  y,  z,  //,  q 
satisferont  encore  à  Féquation   aux  dérivées    partielles 

f  ir(IJ,V,W)  =  o. 
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Cette  dernière  équation  comprend  les  formiiScs- 

comme  cas  particuliers. 

Si  Ton  difTérentie  Tune  de  ces  équations 

V  =  ^(U),     W  =  ;t(I5),     W  =  4(V),    »(U,V,W)  =  o, 

1°  par  rapport  à  a:,  2^ par  rapport  àj^,  on  obtiendra  deux 
équations  qui  renfermeront  les  dérivées  des  fonctions 
ç,  jf,  ^|/  ou  cy,  et  desquelles  on  pourra  déduire,  par  l'éli- 
mination de  ces  dérivées,  ime  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en  diflTé- 
rentiant  Téquation  V  =  y(U),  i*^  par  rapport  à  x,  a**  par 
rapport  à  y^  on  trouvera 

dS  ^d^     ^  dS       dS        fdV     dV        d\]       dU  \  ,,.,, 
dV     dW         dV       dW         /dV      dV        d\]       dV  \  ,^,. 

et  Ton  aura  par  suite,  en  éliminant  f'(LI), 

/dV     dY        dY       d\  WdV      dV        ^       ^  \ 
\da:       dz  dp         dq  J\dy       dz  dp  ^^^  ) 

—  (^      ^         ^        ^\  (^      ^         ^         ^  ' 
\dy       dz  dp         dq  J\dx        dz '^       dp  dq 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

'd\      dY    \fdV       dV    \      (dY      dY   \:dV^       dV^ 

VdYfdM     d\S  \     dVfdY      dY  \-\        fdVfdY      dY  \     dYfdV    dl  \ 
ld^[-d^^l^V^d^\d^'^'d^'^) 

'^L^w'^'^fe  V      dq\dr'^dz^J'^dp\dx'^  dz^J      dp\dx'^di^.:] 

fdYdV       dYdV\, 
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La  formule  précédente  est  Téquation  aux  dérivées  par- 
tieUes  du  second  ordre,  qui  appartient  en  même  temps  à  la 
surface  enveloppe  et  à  chacune  des  enveloppées.  Cette 
équation  ne  renferme  plus  de  fonction  arbitraire ,  et  eUe 
a  cela  de  remarquable,  qu'elle  est  linéaire  par  rapport  aux 
quatre  quantités  r^  s^  t^  rt  —  5*. 

On  pourrait  tirer  immédiatement  des  équations 

du  du  du  du 

une  forni^ule  équivalente.  En  effet,  si  Ton  différence  la 
seconde  et  la  troisième  de  ces  équations,  i*^  par  rapport 
à  X,  a*^  par  rapport  ky^  en  y  considérant  a  comme  une 
fonction  des  variables  xely^  on  trouvera 

d^u  d^u  d^u  du        f  d*u  d*u\da 

d*u  d*u  d'u  d*u  du         f  d^u  d*u\da 

d^  "^  d^  ^ "*"  dydz^'^  l^^^^di,  *"^  \d^^^d^)  ^  =^* 

d^  d*u  d*u  d^u  du        f  d*u  d^u  \  da 

d*u  d*u  d*u  du        (  d*u  d*u  \  da 

Or  on    conclura  des  quatre  équations    qui   précèdent, 
i^  en  combinant  la  première  avec  la  quatrième 

/d^u  d*u  d*u    ^       du  \  f  d^u  d^u  d^u  da  \ 

_  /</*«  d^u\  r  d^u  d'u\  da  da 

\dxda  dzdaj  \dyda       ^  dzda  )  dxdy^ 

7?  en  combinant  la  seconde  avec  la  troisième , 


/rf»a         d^u  d*u  d^u  du 

\d^'^  dH'z'^  ^  '^z^  ^dF  ^^  ^  di' 


a 


d^u  d*u\  /  d^u  d*u  \  da  da 

jtxda        '  dzda)  \djrda        '  dzda  J  dx  dy 


( 
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On  aura  donc  par  suite 

rf'tt  d^u         ^d*u         du\/d*u  d*u  ^d*u  du 

dP'^^^d^'^^*dF'^''liJ\d^'^^^'dPd^'^^*'d^  "^'^ 


f  d*u  d*u  d*u  d*u  ^\  _ 

'^Xd^^^'^di'^^'d^  ^^'d^'^'H;  ""^ 

ou,  en  développant, 


rd*u,         d*u         ^d*u\fd*u  d*u        ^d*u\       (  d^u  dht  d*u         ^ 

\dP'^''f'dni-^''dr^)\jP'^'^dPdi-^^ 

duV   (d^u         d*u        ^d*u\        /d*u  d*u         d*u  d*u\       fd^u  dH     J^' 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  inunédiatement  qu^elle  est 
linéaire  par  rapport  aux  quatre  quantités  variables  r,  5,  t^ 
rt — 5*.  Si  de  cette  dernière  formule  on  élimine  a,  ç(a)  et 
yilfC)  par  le  moyen  des  équations 

du  du  du  du 

on  obtiendra  entre  x^y^  z^p^  q^r^  s^t  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  ne  différera  pas 
de  la  formule  déjà  obtenue. 

!•*•  Exemple.  Supposons  que  Téquation  m  =  o  soit 
celle  d'un  plan  et  se  réduise  à  z  =  ax+^ç(a)  +  x  W* 
les  formules 

du  du  du  du 

deviendront 
En  les  combinant  avec  Féquatiou 

on  en  conclura 

z^px'-qyzzzx.iay 


1 
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On  aura  donc ,  (Lins  le  cas  présent, 

Par  suite  les  valeurs  àe  x^  y^  z^  p^  q^  relatives  soit  au 
plan  mobile,  soit  à  la  surface  qui  le  touche  constamment, 
vérifieront  les  équations  aux  dérivées  partielles 

1  =  <P{P)*   ^—P^-'^y=x{p)y  ^  —  P^  —  ^X^ii^)^ 

Si  Ton  différentie  la  première  de  ces  équations,  i^  par 
rapport  à  ar,  a*^  par  rapport  à  j^,  on  en  tirera  successi- 
vement 

puis,  en  éliminant  f  '  (^) 9 

Telle  est  Féquation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  convient  à  toutes  les  surfaces  développables. 
Lorsque  dans  Féquation 

a  =:  o 

les  variables  x^jr^  z  sont  séparées,  on  a 

d*u  d*u  d*u 

et  pat  suite  Féquation 

^'^d^-^^lP)\JF*'^'''^^ïFdk-^'^d^^ 

rd*u  d*u        ^d*u\         /d*u         d*u         d*u         d*u\       (d^u         d*u        ^d*u\~\ 

{^*-^'''f^^-^drO''''\dJ^''^z-^d^ 

Lit  à 

d^u  d*ud*u  d*ud*u 

dx^~^^   d^^'dz*       ^    Iz^d^ 
'uV    (d^u  d^u\  d*u        fd^u  d^^W       fdu\^, 
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Si  .ron  suppose  en  outre  que  Téquation  u  =  o  soit  li- 
néaire par  rapiport  k  x^y,  z^  on  aura  encore 

d*u  d'*u  d*u  

dx'*"^'     ^""^'     ^""^' 

ce  qui  réduit  Téquatiou  précédente  h  rt  —  5*  =  o. 

a"*  Exemple  :  Supposons  que  l'équation  u  =  o  soii 
celle  d'une  sphère  décrite  d'un  rayon  constant  p ,  et  se  ré- 
duise à 

les  deux  formules 

iiu  du  du  du 


dx      ^  dz  "■    '     dx      ^  dz 
deviendront 

En  combinant  celle-^i  avec  l'équation  de  la  sphère,  ou 
trouvera 

/^  7  —  >  l//?»  -4-  ç*  -M  * 

et  par  suite 


«a  =dpqip 


l//^'  +  ç*4-i' 


^(a)=jipf--^      ^ 


On  aura  donc ,  dans  le  cas  présent , 

U=x=j=-— =^=, 

V//>»  4-  ^»  -f-  I 
\^p*  4-  y»  -h  t 
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11  en  résulte  que  les  valeurs  àe  x^y^  z^  p^  q^  relatives, 
soit  à  la  sphère  mobile ,  soit  à  la  surface  canal  qui  enve- 
loppe l'espace  traversé  par  cette  sphère,  vérifieront  les 
équations  aux  dérivées  partielles 

R  désignant,  pour  abréger,  le  radical  \/p^  +  ^'  4-  i  • 
Quant  à  Téquation 

d*ud*u  d*u  d*u         ^d*u  d*u 

dx*  ^"^^*^  ^"^  ^'  dz*  dx*    . 
dur   (d^u  d*u\  d*u  ,  Jd^u         ^d^uY]      fdu\\  ._ 

elle  prendra ,  dans  le  cas  présent,  une  forme  très  simple. 
En  effet ,  en  vertu  des  équations 

.      £=.(*-«).  g=.[r-^«)].  |  =  ^.-a;(«)]. 

.rf>a  d'u  «''«_, 

elle  se  réduit  à 

Si  Ton  remet  au  lieu  de  z—x(à)  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule 

"  />      ""       ^       ""     —  «  \//?*  4-  y*  H-  I  ' 

etqueronfasse,pourplusdecommodité,R=K  ;?'+V'+*» 


o, 
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on  anra  définitivement 

/>»-hy»+iip[(^»+l)/'-vy*+(/i»4-i)r}|--f-(/f— ^)|^=o, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(/>*-f-9»H-i)— qi[(^*+i)r— a/?ç^-4-(/?»4-i)0 — hrf— ^=0. 

r  P 

On  obtiendrait  précisément  la  même  formule  en  subs- 
tituant dans  Téquation  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux 

(/>'4-^*-4-i)Q*±[(/?'-hi)^— 2/?^^-t-(ç*-+-i)rlQ-h/t— x»=o, 

au  lieu  de  la  quantité  Q ,  sa  valeur  ±1  —  tirée  de  Féqua- 

tion  ip  -  =  ~.  Or,  dans  Téquation  qui  donne  les  rayons 

de  courbure  principaux,  p  désigne  un  rayon  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure,  tandis  que  dans  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  qui  précède,  p  désigne  le  rayon 
de  la  sphère  mobile^. donc  il  résulte  de  cette  formule, 
qu'en  chaque  point  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  la  sphère  mobile ,  Tun  des  rayons  de  plus 
grande  ou  de  oicândre  courbure  est  égal  au  rayon  de  4a 
sphère  dont  il  s'agit. 

227.  On  peut  déterminer  les  fonctions  arbitraires  que 
renferme  l'équation  4' une  enveloppée,  de  manière  que  la 
surface  enveloppe  passe  par  des  directrices  données ,  ou 
soit  circonscrite  à  des  surfaces  données. 

Soit,  toujours  u  =  o  l'équation  de  l'enveloppée  mobile^ 
et  supposons  d'abord  que  la  fonction  u  renferme  avec  les 
coordonnées  x,  j",  z  les  deux  paramètres  a  et  y  (a).  Pour 
déterminer  la  fonction  ç,  il  suffira  de  supposer  que  l'en- 
veloppe doit  passer  par  une  directrice  donnée  ou  étrt  cir- 
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consente  à  une  surface  donnée.  Soient,  dans  la  première 
hypothèse,  i^  =  o,  iv  =  o,  les  équations  de  la  directrice. 
Cette  directrice  devant  être  tangente  à  chacune  des  enve- 
loppées ^  les  valeurs  de  dXj  dy^  dz^  tirées  de  ses  équations, 
devront  satisfaire  à  la  différentielle  de  Téquation  u  =  o, 
et  par  suite  on  aura,  pour  chaque  point  de  la  directrice, 
non-seulement  les  équations  u  =  o,  1^  =  0,  iv=o,  mais 
encore  la  formule 

H  dv  dw       du  dp  dw       du  dp  dw      du  dp  dtv       du  dp  dw       du  dp  dw 
X  djr  dz        dx  dz  dy       dy  dzdx      dy  dx  dz       dz  dxdy       dz  dy  dx 

Si  entre  ces  quatre  équations  on  élimine  x,  ^,  z,  on  ob- 
tiendra une  équation  de  condition  entre  a  et  9  (a),  que  je 
représenterai  par  A  =  o ,  et  qui  déterminera  la  forme  de 
la  fonction  f .  Si ,  à  Taide  de  cette  équation  de  condition , 
on  élimine  de  la  fonction  u=o  le  paramètre  f  (a),  Téqua- 
tion  résultante  i*eprésentera  une  surface  déterminée  pour 
chaque  valeur  particulière  de  la  quantité  a,  et  en  faisant 
varier  cette  qaantité,  on  aura  une  surface  enveloppe  éga- 
lement déterminée. 

Supposons  maintenant  que  Tenveloppe  doive  être  cir- 
conscrite à  une  surface  donnée  représentée  par  Téquation 
1/  =  o.  Cette  dernière  surface  sera  tangente  à  chacune  des 
enveloppées,  et,  comme  deux  surfaces  qui  se  touchent  en 
un  point  ont  nécessairement  en  ce  point  la  même  nor- 
male, il  est  clair  que  les  coordonnées  x^  y^  z^  du  point 
de  contact,  vérifieront  non-seulement  les  équations  u=:o, 
«^  =  o ,  mais  encore  la  formule 

du         du         du 

dx  dy  dz 

dp  dp  dp  ' 

dx         dy  dz 

Si  entre  ces  quatre  dernières  équations  on  élimine  x,  j",  z, 
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on  obtiendra  encore  une  équation  de  la  forme  A  =  o,  A 
étant  une  fonction  des  deux  paramètres  a  et  f  (a).  La  nature 
de  la  fonction  (p  étant  déterminée  par  la  formule  A  =  o^ 
on  achèvera  le  calcul  comme  dans  Thypothèse  précédente. 
Si  l'équation  i/=o  i*enfermait  trois  paramètres  a,  ^a)  et 
;((a),  alors,  pour  déterminer  les  deux  fonctions  qp  et  ;^,  il 
faudrait  connaître  deux  directrices  de  la  surface  enveloppe, 
ou  deux  surfaces  courbes  auxquelles  cette  surface  enve* 
loppe  doit  être  circonscrite.  En  opérant  comme  ci-dessus, 
i*^  pour  la  première  directrice,  ou  la  première  surface 
courbe  donnée  ;  a^  pour  la  seconde  directrice ,  ou  la  se- 
conde surface  courbe ,  on  obtiendrait  deux  équations 

À  =  o,       B  =  o, 

dont  les  premiers  membres  A  et  B  renfenneraient  seule- 
ment les  trois  paramètres  a,  ^(a),  x{a).  Ces  deux  équations 
suffiraient  donc  à  la  détermination  des  fonctions  f  et  ;^. 

La  même  méthode  peut  être  évidemment  étendue  au 
cas  où Téquation  u=  o  renfermerait  plus  de  trois  para- 
mètres dépendants  Içs  uns  des  autres. 

228.  Cherchons  par  cette  méthode  Téquation  de  la 
surface  développable  qui  passe  par  deux  directrices  don- 
nées. Désignons  par  a:| ,  j^i ,  z^  les  coordonnées  de  la  pre- 
mière directrice ,  et  par  Xt^jf^  z^  celles  de  la  seconde. 
Soient  1^1  :=  o ,  tvi  =  o ,  les  équations  de  la  première  di- 
rectrice, et  1^1  =  o,  IV,  =  o,  celles  de  la  seconde.  Enfin, 
concevons  que  les  points (Xt,  yi,  z^)^  (x,,  /t>  ^»),  se 
trouvent  sur  une  même  caractéristique  ou  génératrice  de 
la  surface  développable,  et  désignons  par  x,  j^,  z  les  coor^ 
données  variables  de  cette  génératrice.  Le  plan  qui  tou- 
chera la  surface  développable  suivant  cette  génératrice , 
passera  par  les  tangentes  aux  deux  directrices.  Par  suite, 
si  la  pei^pendiculaire  à  ce  plan  forme  avec  les  axes  les  angle» 
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A,  fz,  V,  on  aura  simultanément 

(x ,  —  jp,)  cosA  -h  (j,  —  Ji)  cos^  -h  (i,  —  z^)  cos »  —  o, 
cosxdxi  -h  cos^«^,  -4-  cosfrfz,  =  o, 
cos Adlr a  -h  cos^j^,  -h  cos tdz^  =  o. 

On  en  conclura 

Cette  demièrfe  équation,  lorsqu'on  y  substitue  pour 
dx^^  ffy^j  dz^^  dXij  dy-f,  dz^^  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  ^'jC=o,w,==o,^'i  =  o,  iv,  =  o,  établitune  rela- 
tion nouvelle  entre  les  six  coordonnées  a:,, j^,,  ^m  «^j?  J^«>  -2». 
Si  aux  formules  précédentes  on  réunit  les  équations  de 
la  génératrice  de  la  surface  développable ,  lesquelles  se 
trouvent  comprises  dans  la  formule 

X'^Xx  y  "^y  i z — Zx 

x^^Xx  "^ yx  —  yx  "^2,— z,  ' 

on  aura  en  tout  sept  équations  entre  les  quantités 

X^y^Z,       Xxyyx.Zx,      ^a,ra>2a; 

et  si  l'on  élimine  les  six  dernières,  on  obtiendra  en 
x^y^  z  Téquation  même  de  la  surface  dé veloppable. 

229.  De  la  surface  développable  circonscrite  à  deux  sur- 
faces données. 

Désignons  par  jc,,j„  ^,:  o:,,  j„  >2„  les  coordonnées  va- 
riables de  deux  surfaces  données  ;  et  soient  i^,  =  o,  i^»  =  o 
leurs  équations  respectives.  Si  les  points  (j;^,  ,j^i,  ^j), 
(j:j,yt» -^t)^  se  trouvent  sur  une  même  génératrice  de 
la  surface  développable,  les  normales  menées  aux  surfa- 
ces données  par  ces  deux  points  seront  perpendiculaires 
au  plan  qui  touche  la  surface  développable  suivant  la  gé- 
T.  I.  3i 
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nératrice  dont  il  s'agit  ;  et  l'on  exprimera  que  ces  nor- 
males sont  non-seulement  parallèles  entre  elles ,  mais  en- 
core perpendiculaires  à  la  génératrice  ,  en  posant  les  trois 
équations  comprises  dans  les  formules 

dp,  dvi  dv^ 
flÇr,  __  dy^  _  dz, 
dv^  dv^  dv^ 
dx^       dy^       dz^ 

Si  entre  les  formules  qui  précèdent  et  les  équations  de  li 
génératrice ,  savoir , 


^i^^^i      X^^^X'       z^  —  Zf 

on  élimine  les  six  quantités  a:,,  y^ ,  ^, ,  x,,  j^,  ,  z,,  on 
obtiendra  en  x,  y  y  z  Téquation  même  de  la  surface  déve- 
loppable. 

Si  Ton  se  proposait  seidement  de  trouver  la  couH>e  de 
contact  de  la  surface  développable  avec  Tune  des  deux 
surfaces  données,  par  exemple  avec  la  première,  il  suffi- 
rait de  joindre  à  Téquation  t^,  =  o  celle  qui  résulte  de 
Télimination  des  coordonnées  x, ,  y^^  z,  entre  Téqua^ 
tion  1/,  =  o  et  les  formules 

<fi»,        dv  X       dvi 
dx^  _.  ^/i  __  dzt 
àv^        dv^        dv^  ' 
^■«a       dy^       dz^ 

Exemple  :  Surface  développable  circonscrite  à   deux 
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spkères  ou  à  deux  ellipsoïdes  semblables^  dont  les  axes 
sont  parallèles. 

Calcul  pour  deux  sphères.  Soient 

les  équations  des  deux  sphères. 
On  aura 

^'     _    ri     _    «. 

On  en  conclura 

^?:i:fî=rJ:?izrg^!iz:^ t- Pq^p'— (^o^x-4-rQr.+zog.) 

et  par  suite 

La  dernière  équation  est  celle  d'un  plan  qui  renferme  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  développable  avec  la  pre- 
mière des  sphères  données. 


3i . . 


m 
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QUARANTE-UNIEBIE  LEÇON. 


Principes  élémenUircs  du  calcul  des  résidiu. 


i .  Lorsqu'une  fonction  f(x)  de  la  variable  x  ne  de- 
vient pas  infinie  pour  une  valeur  particulière  Xj,  on 
peut  la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  en- 
tières et  positives  de  la  différence  x  —  x,  =  6,  et  Ton 
trouve ,  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Taylor, 

/(x)  =/(*.) + (x  -  x.)/'(x.) + (~)>(^.)  •  •  •+ feâ  /"  ['•-^»('  - 
ou,  ce  qui  revient  an  même, 

/(x. -(-.)=/{x,) +•/'(*.) +:^  /"(*.) 


r»"^! 


I  .a 


1.2.3.  n 


l.3.3...(/l — i) 

Alors  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
X  —  Xi,  oudc  e,  est  la  valeur  que  prend  le  cofficient 
différentiel  ou  la  dérivée  de  la  fonction  f(x) ,  quand  on 
y  fait  X  =  X,. 

Mais  si  la  fonction  /(x)  devient  infinie  pour  x  =  x, , 
si  Xj   est    une    racine   de    Féquation    f(x)  =  00, 

jr^  =  0,  on  ne  peut  plus  faire  usage  du  développement 

qui  précède,  et  l'on  est  forcé  de  lui  en  substituer  un  autre, 


ou 
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toujours  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e, 
mais  qui  renferme  des  puissances  négatives.  Ce  dévelop- 
pement s'obtient  très  facilement  en  procédant  comme  il 
suit. 

2.  La  valeur  particulière  Xi  peut  être  une  racine  sim- 
ple ou  multiple  de  Téquation  ^y-r  =  o;  Xt  sera  une  ra- 
cine simple^  et  l'équation  Tr-T  =  osera  dite  n'avoir  qu'une 

seule  racine  égale  à  X| ,  lorsque  le  produit  (x  —  Xi)  f{x) 
ne  deviendra  pas  infini  pour  j:  =  Xi.  On  dit,  au  con^ 
traire,  queari  est  une  racine  multiple  de  l'ordre  m,  m 

désignant  un  nombre  entier,  ou  que  l'équation  jr-.  =  o 

a  m  racines  égales  à  Xi,  lorsque  le  produit  (x — 0Cx)r  f(x) 
obtient  pour  x  =  Xi  une  valeur  finie  différente  de  zéro. 
Posons,  dans  cette  dernière  hypothèse,  qui  renferme  la 
première  comme  cas  particulier, 

{x  —  J?.)"/(ar)  =  ï{x) ,       f-/(ar,  -4-  i)  =  f (x.  -4-  i)  ; 

la  fonction  f(x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x  =  Xi, 
on  pourra  développer  f (Xg  -f-  e)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes et  positives  de  e ,  et  l'on  aura 

^  '       ^  ^    '     \.i    ^    '         1.2.3. ..(m — i)       i.!i.3«../7t 

d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  e'^,  et  ayant  égard  à  l'équa- 
tioii/(x. +  e)  =  -^— — ^ 

g«       g»    I    V    /      I*    »   i.a       I*-'»  i.tx.3 

^   I      f'"-'(x,)       ^  ft^.-hQQ 

c  1.2. 3. ..(m — i)        1.2. 3. ..m* 
Si  m  est  égal  à  l'unité ,  ou  si  x  est  une  racine  simple  de 
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réquation  jr-r  =  o ,  cette  équation  devient 

^  '  I  I  1 .2 

Dans  tous  les  cas  le  coefficient  de  -  est  ce  que  M.  Cauchy 

a  appelé  le  résidu  de  la  fonction  y(x),  correspondant  â 
la  valeur  particulière  a:  i  de  la  variable  x.  Ce  résidu  sert 
donc,  dans  Thypothèse  d'une  racine  simple,  f(xi)^  dan» 

rhypothèse  d'une  racine  multiple, r — .■        \-  »  et  Toa 

pourra  toujours  le  calculer,  en  formant  la  fonction 

que  Ton  différentiera  ensuite  m  —  i  fois,  pour  y  faire 
xrzz  Xx*  f*"-  '  (oTi)  est  évidemment  aussi  ce  que  devient 

lorsqu'on  y  fait  s  =  o.  L'équation  f  (Xi+e)  =  «""^(xi+s) 
donne  d'ailleurs 


on  aura  donc 


rf--.[.«/(x.-+-.)] 


n""*>{x,)=lini.f(--')(ar,-f-i)=:Uin.  ^  ^_, 

t.2.3...(/ii — i)       i.a.3...(/ii — i)       *  <fi"~'  ' 

de  sorte  que  le  résidu  de  la  fonction  f{pc)^  relatif  à  a:  =Xi, 
est  ce  que  devient  l'expression 

i.2.3...(/ii — i)  </•*""' 

lorsque,  après  la  difiérentiation ,  on  pose     6  =  o. 


QUAHAWTE-UWIÈME    LEÇO».  487 

3.  Exempte  :  i^  Soit 


X'  -h  1 


cette  fonction  devient  infinie  pour  j:  =  i ,  mais  le  pro- 
duit 

(X  -  .)/(x)   =    ^^    =   f  (X) 

conserve  une  valeur  finie.  Le  résidu  de  la  fonction  f{x)^^ 

correspondant  à  x  =  i,  sera  dès-lors  f(i)  ou  — — —  =  i . 

Le  résidu   de    cette   même    fonction,  correspondant  à 
j:  =  —  1 ,  s'obtiendra  en  formant  le  produit 


(X 

-f- 

•)/(')-,_.. 

et  faisant 

or  =  —  I, 

ce  c[fii  donnera 

7. 
—  7. 

2"«  Exemple  : 

•'^  ^         cosar 

M        ■       1 

• 

•    /»    •                        ^ 

Cette  fonction  devient  infinie  pour  x  =  -*,  mais  le  pro- 

m 

duit ,  qui  prend  la  forme  indéterminée  |,  conserve 

néanmoins  pour  x  =  -  une  valeur  finie  que  Ton  obtient 

en  prenant  la  dérivée  du  numérateur  et  du  dénominateur. 
Cette  valeur  finie  et  égale  à  Tunité  est  le  résidu  de  la 

fonction correspondant  à  x  =  -. 

cotx  '-  7, 

'i'^'^  Exemple  : 
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on  a 

et  —  2  est  le  résidu  de  cette  fonction  reiatîf  à  x  = — i. 
4.  Lorsqu'une  fonction  f{x)  devient  infinie  pour  une 
série  de  valeurs  particulières  Xj ,  Xj ,  ots,  . . .  ar^,  on  peut 
prendre  le  résidu,  ou  successivement  par  rapport  à  tou- 
tes les  racines ,  ou  partieUement  par  rapport  à  quelques- 
unes  seulement.  On  appelle  résidu  intégral  de  la  fonction 
f{pc)  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux 
diverses    racines    réelles    et    imaginaires   de   l'équation 

t^  ==o.  L'extraction  des  résidusest  l'opération  par  laquelle 

on  les  déduit  de  la  fonction  proposée.  On  indique  cette 
extraction  à  l'aide  de  la  lettre  initiale  o,  qui  sera  consi- 
dérée comme  une  nouvelle  caractéristique  analogue  aux 
caractéristiques  d,  y,  2  ;  et  pour  exprimer  le  résidu  inté- 
gral de  f{x) ,  on  place  la  lettre  o  devant  la  fonction  en- 
tourée de  doubles  parenthèses ,  ainsi  qu'il  suit  : 

Pour  indiquer  le  résidu ,  par  rapport  à  une  valeur  parti- 
culière a:  =  Xi ,  on  remplacera  la  fonction  f{x)  par  la 
fonction  identique 

{x^x,)f{x)     ^^     {x  -  x,Yf{x) 
[x  —  j?i)  [x  —  a?,)*      * 

et  l'on  mettra  entre  deux  parenthèses,  sous  le  signe  C/,  la 

différence  {x  —  Xx)  ou  {x  —  x,)"*  placée  au  dénomina- 
teur ;  le  résidu  sera  donc  indiqué  par  l'une  des  notations 

r  {x-^x,)f{x)      c  (x^x,Yf{x) 

^     ((x-x.))    '     ^   (((x-x,)-))- 
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Pour  indiquer  le  résidu  pris  par  rapport  à  certaines  va- 
leurs particulières  Xi,  Xt,  x^^. . .  >^  on  se  servirait  de  la 
notation 

^     ((  (x— ar,){a?  — x,)(x  — X3))) 

Lorsque  la  fonction  f(x)  se  présentera  sous  la  forme 

fractionnaire  f(x)  =  ^Vr,  et  cnie  nous  voudrons  indi- 

quer  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  Téqua- 
tîon  '/^(x)  =  o,  nous  écrirons 

appliquant  ainsi  les  doubles  parenthèses  à  la  fonction  xG*^)- 
Au  contraire,  la  notation 

représentera  la  sonmie  des  résidus  de  /(x)  relatifs  aux 

seules  racines  de  récniation  —7-^  =  o,  et  Ton  aura  identi- 

^  (p{x) 

quement 

£«/(.)),= i((|g))=i^^<!:'iff'. 

De  même,  si  l'on  suppose  xi^)  =  ^(^)l^('^)  )  ^^^  deux 
notations 

r        p{x)  p       »(x) 

^  {{x{x)))^(xY     <^A(*)({^(*)))' 

exprimeront,  la  première  la  somme  des  résidus  corres- 
pondants aux  racines  de  Téquation  X(a:)=:o,  et  la  seconde 
la  somme  des  résidus  qui  correspondent  aux  racines  de 
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réquation  fx(a:)  =  o;  eu  sorte  qvCon  aura  génëralemeul 

De  même  encore ,  si  Pou  suppose  (f(x)  =  y(x)zj(x) ,  on 
obtiendra  les  équations 

£((y(x)..(x)))^  r  ((y(x)))^(x)  ^    ryW((t>(x))) 

^vv^;;^  ^((A(x))y^(x)^<^A(x)((^rx))) 

,     r((y(x)))^(x)   ^    £y(x)((^(x))) 

5.  Si  la  fonction  f(x)  est  la  somme  ou  la  différence  de 

Slusicurs  fonctioiis  9 (a?),  x(^)»  ^^  ^^^  évident,  d'après  la 
éfinition  même  du  résidu  et  du  résidu  intégral,  que  le 
résidu  intégra}  de  la  somme  de  ces  fonctions  sera  égal  à  la 
somme  de  leurs  résidus  intégraux  :  on  aura  donc 

t  ((^(x)±;»;(*)±:etc.))  =  <C{{^(*)))±  L(U(^)))±. . .  etc. 

6.  Si  la  fonction  fÇx)  est  le  produit  d'une  autre  fonc- 
tion F(x)  par  un  facteur  constant  a,  on  aura  aussi 

£((«F(x)))  =  «£((F(*))). 

Cette  dernière  équation  est  im  cas  particulier  de  celle  que 
QQU^  avons  établie  plus  haut, 

<L((y(x)-(x)))  =  <î^((y(«)  ))-(*)  +  Lvi*m'^('))h 

équation  qui  correspond  à  Féquation  différentielle 

7.  Soit,  de  plus,  f(^f  -z)  une  fonction  des  deux  va- 
riables indépendantes  Xy  z ,  et  supposons  que  Téquation 
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Yf Â  =  o,  résolue  par  rapport  à  x,  fournisse  des  racines 

indépendantes  de  la  variable  z  \  si  Ton  désigne  par  x^ 
Tune  de  ces  racines,  il  est  clair  que  le  résidu  de  la  fonc- 
tion dérivée        ,*     t  correspondant  k  x  =Xi^  ne  diflfé- 

rera  pas  de  la  dérivée  relative  à  z  du  résidu  de  la  fonction 
y*(ar,  z)'^  car  ces  deux  quantités  se  réduiront  Tune  et 

Tautre  au  coefficient  du  rapport  —  dans  le  développement 

de  Texpression  f(x^-+- 1,  z  +  e'),  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  accroissements  e,  e'. 

En  effet,  pour  avoir  le  résidu  de  la  fonction  f(x,z)y 
correspondant  à  a?  =  art ,  il  faut  poser  x=x^-+-e  et  pren- 
dre dans  le  développement  àe  f(x%  -|-  e ,  z),  le  coeffi- 
cient de  -;  puis,  pour  avoir  la  différentielle  de  ce  résidu, 

il  faut ,  dans  ce  coefficient  de  - ,  changer  z  en  z  -|-  £', dé- 
velopper et  prendre  le  coefficient  de  s'  qui  sera  évidem- 
ment  le  coefficient  de  —  dans  ledével(^[^mentde 

De  même,  pour  avoir  le  résidu  de  la  différentielle,  il 
faut  d'abord  dans  f{x^  z)  changer  z  en  z  -|-  e',  prendre 
le  coefBcient  de  ty  y  changer  or  eii  x,  -f"  ^9  ^^  dévelop- 
per; le  coefficient  de  -  sera  le  résidu  cherché  et  sera  aussi 

\e  coefficient  de  -dansledéveloppementdey(x,-f-e,  z4-e'); 

donc,  etc. 

Cette  remarque  pouvant  s'étendre  aux  diverses  racines 

de  Téquation  jj ;  =5  o  que  Ton  suppose  indépendantes 
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de  la  variable  z,  on  en  conclura 

£//rf/  (a:,  z)\\  ^  4C{i/(^,z)))   ^ 

c'esl-à-dire  que  le  résidu  intégral  de  la  différentielle  est 
égal  à  la  différentielle  du  résidu  intégral. 

Nous  conclurons  plus  tard  de  ce  théorème  que  l'inté- 
grale du  résidu  e»t  égale  au  résidu  de  l'intégrale. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  principes  du  <îal- 
cul  des  résidus  suffit.  Il  reste  à  faire  connaître  une  de  ses 
principales  applications. 

Application  k  la  transformation  d'une  fonction  qui 
devient  infinie  pour  certaines  valeurs ,  et  à  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

En  supposant  que  la  fonction  f  {x)  devienne  infi- 
nie pour  j:  =  X, ,  mais  de  telle  sorte  que  le  produit 
{x  —  XiYf{x)  =  f(x)  conserve  ime  valeur  finie,  nous 
avons  trouvé 


Posons 

1 


1.2.3. . ,m 


f  (-)  [x, -h  Ô  (x  —  ar,)l  =  ^  (x) , 


9  (x)  aura  généralement  pour  x=Xt   une  valeur  finie 

*  ^^'^     ,  et  par  conséquent,  en  retranchant  de  la  fonc- 
1.2.3  ...  m        ^ 

tion  f{x)  la  somme 
(«-*,)"      1  (x-x,)*-'       1 .7.  (x-x,)"-»  ■■■     i.2.3...(m-i)  (x— «,) 
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on  obtiendra  une  nouvelle  fonction  9(^)9  qui  ne  deviendra 
plus  infinie  pour  x  =  x,  ;  or  cette  somme  de  fractions 
peut,  à  Taide  du  calcul  des  résidus,  se  mettre  sous  une 
forme  très  simple. 

En  effet,  on  a  évidemment,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  sur  les  résidus  et  la  manière  de  les  calculer, 

^  ''~*-^{x—x,y      i.i».3..,(m  —  i)~^(((x  — «.)"))' 

d'où  l'on  lire ,  en  posant  m  —  i=»,   x^=  z,, 

fW(x,)  C         f(») 

,.-i.Z...n~^{({z-x.y+'))' 

Si ,  dans  cette  dernière  équation ,  on  fait  tour  à  tour 
on  trouvera 

fW  _  /      fW  f<-'>(^.)   _  r     f(«) 

I  .a    -  ^(((*-xO»))'  ■  ■  ■  i.3i.3...(m-i)  "*-'(((*- X.)-))- 
Dès  lors  l'équation 


devient 


•^w=Fëèr-+----^^w 


^,  ,__! f      f(»)  '        /       f(»)      ^ 

•^W      (x_*.)-<^((*_x.))      (*-*.)-- *^(((*-x.)'))(_^.. 

_  _J /     f(»)  . .     r        f(»)       (-»W. 

(If-x.)—  *^(((»-x.) J))  -      x-x.  ^  (((«  -  X.)-))  ; 
En  faisant  entrer  sous  le  signe  c.,  qui  se  rapporte  à  z, 
les  quantités  ç~^,  (x-J.)—'  '  '  "  '  *^  °°  ^"^  '^*''' 
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der  comme  constantes,  réduisant  an  même  dénominateur 
et  observant  que  le  résida  de  la  somme  est  égal  à  la  somme 
des  résidus,  oh  obtiendra  successivement 

Le  second  des  résidus  du  premier  membre ,  ou  le  ré- 
sidu de  la  fonction 

(x— x,)"(z— jtO-'Cx  — *)        (x  — «,)"(x— »)' 

relatif  à  z  =  Xi^  est  évidemment  nul ,  puisque  cette 
fonction  ne  devient  pas  infinie  pour  z  ==  Xi  ;  on  a  donc 
plus  simplement 

^W-'!^(.-.)(r„).),  =  >M- 

ou ,  en  mettant  pour  f  («)  sa  valeur  f(z)(z  —  «i)" , 

/W-<^(,_,)(((,_x.)-))-^(*^-<^(x-«)((«-*.))-^'^- 

n  résulte  de  cette  dernière  équation  que,  pour  déduire 
de  la  fonction  y  (j:),  qui  devient  infinie  lorsqu'on  suppose 
j:  =  or, ,  une  autre  fonction  qui  conserve  dans  la  même 
hypothèse  une  valeur  finie ,  il  suffit  de  retrancher  de  /'(x) 
une  somme  de  fractions  rationnelles  équivalentes  à  Tex- 

pression  C  /  [,, -^i  c'est-à-dire  au  résidu  de  la 

fonction  ,      ^  .  relatif  à  z  =  x,, 

(x  — z) 
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t).  Concevoil^  maintenant  que  Ton  veuille  déduire  de 
la  fonction  f(pc)  une  autre  fonction  qui  ne  devienne  in- 
finie pour  aucune  des  racines  Xi ,  Xf,  ...x»  de  Téquation 

f{x)  =  00  5  jjr— :  =  o,  il  suffira  évidemment  de  retrancher 

de  f{x)  la  sonmie  des  résidus  de  la  fonction      ^  ^    cor- 

respôndant  aux  valeurs  z=Xi,z  =  Xs,.«*  q^  peuvent 
rendre  cette  fonction  infinie,  ou  le  i*ésidu  intégral  de 

cette  fonction  représenté  par  la  notation <J^  ^^^  ^^^  ;  donc 

si  Ton  pose 

la  fonction  (f  (x)  conservera  une  valeur  finie  pour  toutes 
les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 
On  pourra  donc  toujours  décomposer  une  fonction  don- 
née en  deux  parties,  dont  Tune  soit  la  sonune  de  fractions 
rationnelles,  et  dont  Tautre  ne  devienne  jamais  infinie. 

10.  Dans  le  cas  particulier  où  f{x)  désigne  une  fraction 
rationnelle,  la  fonction  ^(x),  qui  est  ce  qu'on  obtient 
quand  delà  fonction  donnée  on  retranche  une  série  de  frac- 
tions rationnelles,  ne  peut  être  qu'une  fraction  de  même 
espèce,  mais  qui  ne  puisse  jamais  devenir  infinie,  ou  dont 
le  dénominateur  ne  puisse  jamais  s'évanouir.  Dès-loi^  le 
dénominateur  de  (p(x)  doit  être  constant,  et  f  (x)  ne  peut 
être  qu'une  fonction  entière  de  x. 

De  plus,  si  dans  la  fraction  rationnelle  f(oc)  =  =y-^le 

degré  du  dénominateur  stu*passe  le  degré  du  numérateur, 
cette  fonction  s'évanoiura  pour  des  valeurs  infinies  de  x, 

ainsi  que  l'expression  c}^^  ^^  .  D  devra  donc  en  être 

aussi  de  même  de  la  fonction  entière  f  (x).   Mais  une 
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fonction  entière  qui  s'évanouit  pour  x  ±=  oo  doit  être 
identiquement  nulle.  On  aura  donc,  dans  cette  hypothèse, 

à  Taide  de  cette  formule,  on  pourra  décomposer,  dans  tous 
les  cas  possibles ,  la  frsiction  rationnelle  fipc)  en  fractions 
simples. 

H.  Exemples,  i^      f(x)  =±  -, r-7 r, 

^  -^  ^   ^        (x— i)*(x-hi) 

on  aura 

•^(*^  =  <^(x-«)(((«-,)'))(*+.)  +  <^(x-,)(,-,)'((z+.))- 
Pour  calculer  le  premier  résidu,  il  faut  multiplier  la 
fonction  sous  le  signe  c-  par  {z  —  i)',  différentier,  el 
faire  z  =c=  i .  On  trouve  de  cette  manière 

on  trouve  plus  facilement  encore 

r  I  II 

<^(x-»)(»-i)'((.+.))  -  4  (TTT)' 

on  aura  donc 


Il  II 


[x — i)*(x-f-i)     4'*"'"*     4^"*"  '     ^(^ — 0' 

(x— -x.jfx  — x,)...(x— •««) 

on  trouvera 


f(x) r f^ 


1 


(x  —  X,)(X  —  Xa)...(x  —  Xa,)  ((^  —  ^t)){^  —  X,)....(«  —  X.)  X — l 

l        .        fW !_=  ___I(fîL__ 

(ï— x,)(ï— x,)...((ï— x,))x— ï      (x,— x,)(x,— Xî)...(x,  — «■),.r- 
%.)  «       ^  .  f(x.)  < 


(x,— x,)(x,— xj)...(x,— x„)x— X,       "        (.T,— x,)...(x, — x^,)x-u 
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et  par  suite 

\Xi        X^j  \Xg  —  X3  j  • .  >  yXf  —  X  M  j 

Cette  dernière  équation  est  la  formule  d^interpoiation  de 
Lagrange. 

12**,  Reprenons  Técpiation      f(x)  =   o  . 

Si  après  avoir  multiplié  ses  deux  membres  par  or,  on  at- 
tribue à  la  variable  x  une  valeur  infinie,  et  si  Ton  désigne 
par  JF'la  valeur  correspondante  du  produit  xf{x)j  on  aura 


•  z 

X 


et  en  passant  à  la  limite , 

^=<Î^((/W))- 

Si  la  quantité  F  s'évanouit,  on  aura  simplement 

l  iifiz)))  =  o. 

Cette  dernière  formule  subsistera  toutes  les  fois  que  dans 
la  fraction  rationnelle,  désignée  par  ^^(x),  la  dîflfé- 
rence  entre  le  degré  du  dénominateur  et  celui  du  nu- 
mérateur sera  supérieure  à  Tunité;  alors,  en  effet,  dans 

le  produit  xf(x)  =  — r-r.  le  degré  du  dénominateur  est 

encore  plus  grand  que  celui  du  numérateur,  et  ce  produit 
s'évanouira  par  conséquent  qUand  on  fera  x  =  oo. 

Si  la  quantité  F  était  égale  à  Tunité,  ce  qui  aurait  lieu 

par  exemple  si  dans  la  fraction  rationnelle  -y-y,  le  degré 

du  dénominateur  surpassait  d'une   unité  seulement  le 
degré  du  numérateur,  et  si  de  plus  les  coefficients  de  la 
T.  I.  32 
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plus  haute  puissance  de  X  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur étaient  égaux,  on  aurait 

£((/(*)))=  '• 

Exemple  :      /(x)  =  (,_,,)(^_^.)r(i=^); 
on  aura 


-h    , ; 7 7-    >  '  •  • 


(•^1  —  J?ij...  (X,        Xjdj  (Xm Xj^...^XM~~-Xai j 


la  somme  du  second  membre  sera  égale  à  o  si  n<iw — i^ 
et  égale  à  l'imité  si  ¥1-=^  m  —  i ,  ce  qu'on  savait  déjà. 
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Prifieipes  élémentaires  du  ealcut  direct  aux  différences  finies. 


Soit  y  =  f{pc)  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
x,  et  h  un  accroissement  quelconque  attribué  à  cette  va- 
riable 5  f{x  4-  11)  —  fip^  est  ce  qu'on  appelle  la  diffé- 
rence 6nie  de  la  fonction  y  \  on  désigne  cette  même  dif- 
férence par  la  notation  A^,  ou  ^f{x)  5  en  sorte  qu'on  a, 
en  supposant 

{.)     :r  =  m,  W     SX  =  fi'  +  A)  -  /W- 

Lorsqu'on  suppose  j'  =  x,  l'équation  précédente  devient 

La  différence  finie  de  la  variable  x  n'est  donc  autre  chose 
que  l'accroissement  h  attribué  à  cette  même  variable. 

Si  l'on  prend  successivement  pour  j"  différentes  fonc- 
tions de  X,  on  obtiendra  pour  ùy  autant  de  valeurs  cor- 
respondantes qui  seront  fonctions  de  x  et  de  A.  On  trou- 
vera, par  exemple,  en  supposant 

yz=:  axy \y:=.a{x->r1i)  —  ax^=.ahy 

jrr=z  a* ^ Ax  =  rt'+* — «'=(«* —  \)a*y 

y  =  c", Ar=c"('+*)— c«'=(c^—  \)f^y 

y  =  mkax,,,.\y'=i%\n(ax-{-ùh) — sinaxr=2sin  (  —  \co%{ax  -\ j, 

y  =i\Xy ^yz=:\(x'\-h)  —  Ix  =  1  (  f  H —  j, 

32.  . 
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Enfin  si  Ton  prend  }  =  x^,  m  désignant  un  nombre 
entier,  on  trouvera 

,         .»  wï  .  ifilnt* — i) ,  M-,  ,. 

•^  ^  '  I  l  .'2  I 

Les  différences  finies  des  fonctions  de  fonctions,  des 
fonctions  composées,  se  déduiront  avec  la  même  facilité  de 
Téquation  (2).  On  peut  même  faire  à  ce  sujet  quelques 
remarques  qu'il  importe  de  retenir. 

Soi  ent  d'abord 

X  =  au^         u  =  F(x), 

u  désignant  une  fonction  de  la  variable  Jt:,  et  a  tinequanp 
tité  constante;  on  aura 

Soient,  en  second  lieu, 

y=:ii-l-(i-f-(v-f-  ...etc.,  u  =  F(x),  V  =  F(x)j  w  =/(x)..., 

u^  i^y-w  désignant  diverses  fonctions  de  la  variable  x,  on 
trouvera 

AT  =  F(x  -f-  A)  4-  F(x  -f-  A)  -h  /(a:  H-  A)  H-   ... 

—  F(x)—  F(x)  — f{x) — ...=  AwH-  Ap -h  ^iiv  -f-  ... 

Enfin  si  Ton  suppose 

^  =r  au  H-  ^p  -h  rw  -h   .  . . , 

UyVy'w  désignant  des  fonctions  de  la  variable  or,  et  a,  i,  c 
des  quantités  constantes ,  on  trouvera  encore  de  la  même 
manière 

Ay  =  atiU  4-  hb,v  -h  ^'Vjv  -f-  .  . .  .     ' 

Si  Pou  prend  pour  y  un  polynôme  entier  du  degré  /i,  00 
si  Ton  fit 

y  =  ax^  -h  4j:""'«   -h -h  ^J?  -h  /, 
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on  aura 

D'ailleurs  û.x",  A.o:"""*, . , .  Ar  sont  des  fonctions  rationnel- 
les de  x  et  de  A,  dont  une  seulement,  savoir,  A.x*,  est  par 
rapport  à  jp  du  degré  n  —  i ,  les  autres  étant  d*un  degré 
inférieur.  La  différence  finie  d*un  polynôme  en  x  du  de- 
gré n  est  donc  un  nouveau  polynôme  en  x  du  degré  n  —  i . 
Revenons  maintenant  à  Téquation  générale 

lorsque  l'on  considère  l'accroissement  de  la  variable  dc 
comme  une  quantité  constante,  la  valeur  de  A)<^  déterminée 
par  cette  équation  est  une  uouveUe  fonction  de  x.  La  dif- 
férence finie  de  cette  nouveUe  fonction,  savoir  A.  Ay^,  est  ce 
qu'on  appelle  la  différence  finie  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion j^  5  on  la  désigne,  pour  abréger,  par  A^jr.  De  même,  la 
différence  finie  de  A^  est  ce  qu'on  appelle  la  différence 
finie  du  troisième  ordre  de  la  fonction  j^  ;  on  la  désigne , 
pour  abréger,  par  A^ ,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  lors- 
qu'on a  pris  n  fois  de  suite  la  différence  finie  de  la  fonction 
j^,  le  résultat  est  ce  qu'on  appelle  la  différence  finie  du 
fgdème  Qrdre  de  la  fonction  r ,  et  s'indique  par  la  notation 
A'y.  On  a  donc 

^*f  =:  à,^y^     A^/=  A.i*/ =  AAAJ     et     ly  =  A^s^^y. 

Les  différences  finies  des  divers  ordres  d'une  fonction  y 
s'obtiennent  avec  la  même  facilité  que  la  différence  finrie 
du  premier  ordre,  et  peuvent  quelquefois  s'exprimer 
d'une  manière  très  simple.  Supposons  par  exemple  )^=/i'. 
En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  les  différences  finies 
•  des  deux  membres  de  l'équation  précédente,  on  trouvera 

^  Y  =z  (û*  —   i)  a'y 

ly  =  (fl*  —  1.)  AM*  =  {a^  —   i)'n', 
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et,  e»  général, 

Cette  dernière  formule  sera  souvent  employée  dons  ce 
qui  va  suivre. 

Supposons  en  second  lieu^  =  au;  u  désignant  une 
fonction  de  a?,  et  a  une  quantité  constante,  on  trouvera 
successivemept 

A*j  =  aA*ii, 


^^y  =■  a^^u, 


De  même,  si  Ton  avait  j^  =  u  •+•  »^  -H  tv ,  on  m  conclu- 
rait généralement 

A'y   =    A"»   H-    A"P   -h    A^W, 

et  Téquation 

^  =  fltf  -h  ôj/  -h  cw  4-  etc. 

entraînerait  également  la  suivante, 

A^  =  aA"a  -h  ^A"c  4-  cA^w-hetc. 

^  ne  sera  pas  inutile  de  fixer  un  moment  notre  attention 
sur  Iqs  différences  finies  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  la  variable  a?. 

Soit  n  le  degré  d'une  semblable  fonction,  et 

cette  fonction  elle-même.  Sa  différence  finie  du  premier 
ordre,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  sera  un  po- 
lynôme en  X  du  degré  n  —  i .  Par  la  même  raison ,  sa 
différence  finie  du  second  ordre  sera  un  polynôme  en  x 
du  degré  n  —  a  etc.  Enfin ,  la  différence  finie  de  Tordre 
n  sera  un  polynôme  du  degré  zéro,  c'est-à-dire  une  quan- 
tité constante. 

La  différence  finie  de  Tordre  n  étant  constante,  toute 


i 
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difierence  finie  d'un  ordre  supérieur  sera  évidemment 
nulle.  Ainsi  les  diflférences  finies  d'un  polynôme  du  de- 
gré n  s'évanouissent  lorsqu'elles  sont  d'un  ordre  supé- 
rieur à  ce  degré.  Ce  résultat  subsiste  évidemment  dans  le 
cas  même  où  le  polynôme  se  réduirait  à  un  seul  terme. 
On  trouvera,  par  exemple, 

A"+'.x'"  =  o,.    .     A^+'.jc"  =  o, etc. 

La  différence  finie  de  l'ordre  n  d'mi  polynôme  du  degré  // 
iétant  une  quantité  constante,  on  peut  être  curieux  de 
connaître  la  valeur  de  cette  même  quantité.  Soit  donc 

Si  l'on  prend  n  fois  de  suite  les  différences  finies  des  deux 
membres  de  l'équation  précédente ,  on  aura 

Reste  maintenant  à  déterminer  la  valeur  de  A'^.x";  or  on 
^  déjà  trouvé 

n  n —  I  . 
A.j:*  =  nhaf"'^  -f-  ~ . h^aT-*  -f-  etc. 

1         2 

Si  l'on  prend  n  —  i  fois  de  suite  la  difféœnce  finie  des 
deux  membres  de  la  formule  pi'écédente ,  en  ayant  égard 
aux  équations 

A""».a:""*  =  o,     A''"*.JF""^  =  o,    . .      A^-^JC  =  o, 
on  obtiendra  la  suivante 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 
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On  trouvera  de  la  même  manière 


lH— l    .r*—! 


Ax  =    1  .A. 

En  multipliant  respectivement  ces  diverses  équations 
Tune  par  Tautre,  et  supprimant  dans  le  résultat  les  fac- 
teurs communs ,  on  trouvera 

A*ur"  =  i.2.3«..(/i  —  i)  /lA". 

Cette  valeur  de  A^.x",  substituée  dans  la  formule 
A'y  =  a  A'*.x^ ,  fera  connaître  la  valeur  de  A^  dans  le 
cas  où  l'on  suppose  j"  =  ax"  -H  baf^\,.  +  etc.,  et  Ton 
aura  pour  cette  même  valeur  : 

A*j^  =   i  ,11.3, ,  ,nah\ 
Supposons  maintenant  généralement 

Si  Ton  prend  plusieurs  fois  de  suite  les  différences  finies 
des  deux  membres  de  Téquation  précédente ,  on  en  con- 
clura successivement, 

Ar  =  A./(x)  =/{x  -h  h)  -/(x), 

a»^=a/^x4-a)— A./(x)==:/(x^-2A)--/(x^-A)--/(x-^A)-+-/(x) 

=/(x  -h  2A)  -  2/(x  H-  A)  -h/(ar), 
aV=  A./(x -f- aA)  —  2A./(x-+- A) H- A./(x) 
=/(xH-3A)-/(xH-2A)— 2/(xH-2A)H-3/(x+A)4-/IxH-A)— /ïx) 
=/(x  H-  3A)  —  3/(x  H-  2A)-h  3/(x  -|-  A)  — /(x), 

et  ainsi  de  suite. 

Si  Ton  fait ,  pour  plus  de  commodité  / 

/(x  -f-   A)  =  Xiy       /{^  H-    2A)   =  y^, 

et  en  général 

/(x    4-    /lA)    =  jr^, 
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les  équations  précédentes  deviendront 

^r  =  r.  —  r> 

aV  =  rs  ~  3r,  4-  3^,  —  y. 

On  trouvera  de  même,  en  général, 

n  n  in — i)  . 

I  12 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  A"/,  obtenue  par 
des  calculs  semblables  à  ceux  qui  précèdent,  est  nécessai- 
rement une  fonction  linéaire  des  quantités  /,  j", ,  y^t  •  •  •J'nj 
puis  on  déterminera  cette  même  fonction  à  Faide  du 
théorème  suivant. 

Théorème  i*"".  Pour  déterminer  une  fonction  linéaire 
des  quantitésjr,jr,,jr,,. . .  j-^,  il  suffit  de  calculer  la  va- 
leur particulière  que  reçoit  cette  fonction  dans  le  cas  où 
Ton  suppose ^=0*^  de  remplacer,  dans  cette  valeur  par- 
ticulière, a'  par  Tunité,  a*par^;  de  développer  le  résul- 
tat obtenu  suivant  les  puissances  ascendantes  de^,  et  de 
substituer  dans  le  développement 

y     à    ^«  =   I, 


r»   à    r% 


c'est-à-dire  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 
Démonstration.  Soit  en  effet 
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la  fonction  linéaire  dont  il  s'agit,  Â,  B,  G,  etc.,  désignant 
des  quantités  constantes.  Si  Ton  fait  jr  =  a',  on  trouvera 

X»  =  a'+**,  etc., 

et  par  suite  la  fonction  u  obtiendra  la  valeur  particulière 
qui  suit 

et  pour  en  déduire  la  fonction  proposée  elle-même,  il 
suffira  évidemment  de  poser  a'  =  i ,  a*  =  J^,  et  de  rempla- 
cer les  exposants  de  la  lettre  j  par  des  indices,  la  variaUe 
y:=:f{x)élaiii\,  censée  correq>ondre  à  Tindice  o,  ou,  en 
d'autres  iermes,  les  deux  expressions  y^  et  j  étant  con- 
sidérées comme  s3rnonymes. 

Au  moyen  du  théorème  qu'on  vient  d'établir,  on  dé- 
terminera facilement  la  valeur  de  ùk'y  en  fonction  de 

En  effet,  Ay  devant  être  une  fonction  linéaire  de  ces 
mêmes  quantités,  on  pourra  déduire  sa  v^eur  générale  de 
la  videur  particulière  correspondante  à  ^  =  a';  or,  en 
supposant  j"  =  a',  pn  ^  déjà  trouvé 

$i  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  remplace 
a^  par  Tunité,  et  a*  par^,  on  obtiendra  la  formule  sym- 
bolique 

^y  =  [r  —  ^^ 

Si  Ton  développe  le  second  membre  de  cette  formule 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  j^,  et  que  Ton  rem- 
place dans  ce  développement  les  exposants  par  des  indices 
et  j^  par  7,  on  trouvera,  pour  la  valeur  générale  de  A"^. 

n  n   in — i)  _, 

m  1  ^ 
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Nous  v^iionsd'exprimer  b^y  en  fonction  de  j>^,  j*,,  ^,.-* 
On  peut  réciproquement  exprimer  y^  en  fonction  de 
y,  Ay,  A*jr,  etc.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 
On  tire  de  Téquation 

ou,  si  Ton  faity  =  /(x), 

/(x-f-  h)  =f{x)  4-  A./(x). 

Cette  dernière  équation  subsiste ,  queUe  que  soit  la  fonc- 
tion f{pS).  Si  Ton  y  met  successivement  à  la  place  àef{x) 

f{x^h),    f{x^ih),    /(x-hnh), 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

/(x  -h  aA)  =/{x  -+-  A)H-  A./(x  -h  h), 
f{x  -f-  3A)  =/(«  H-  aA)  -f-  A./(x  -f-  2A) , 

/(x  -f-  iiA)  =:/[x  H-(/i  —  i)  A]  -f-  A./[x  H-  («^  i)  A], 
OU9  ce  c[ui  revient  au  même , 

ra  =  r»  -+-  ^r *  > 


r»  =  rii-«  -+-  Ar»--i- 


Si  dans  la  première  des  équations  précédentes  on  remet 
pourri  sa  valeur  y  +  Ajr,  on  trouvera 

r*  =r«  4-  AT,  =  j  H-  A^  -+-  AT  -f-  AV  =  r  H-  a^r  -*-  ^v- 

De  même,  si  Ton  remet  cette  valeur  deyi  dans  l'équation 

yi  =  y%  -^  Aj,, 

on  trouvera 

^3=/,-i-Ar,=^  -f-  i^y-^-  av-h  Aj-f-  2A*j^-4-  aV 

=  ^  H-   3a7  -i-  34'^+  aV- 
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En  continuant  de  même  on  trouvera  généralement 

n  n(n — i)  n 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule ,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  j^„  obtenue  par  des 
calculs  semblables  à  ceux  qui  précèdent. est  nécessaire- 
ment une  fonction  linéaire  des  quanti tésj',  Ay,  û'y,  A"j^; 
puis  Ton  déterminera  cette  même  fonction  à  Taide  du 
théorème  suivant  : 

Théorème  2"*.  Pour  déterminer  complètement  une 
fonction  linéaire  des  quantités j)^,  Ay,  A'j^,  etc.,  il  suffit 
de  calculer  la  valeur  particulière  que  reçoit  cette  fonction 
dans  le  cas  où  Ton  pose  j'  =  a'^  de  remplacer  dans  cette 
valeur  particulière  a'  par  jr^  a*  par  i  +  A,  de  déve- 
lopper le  résultat  obtenu  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  A ,  et  de  substituer  dans  ce  développement,  à 
chaque  produit  de  la  forme  A"  Xf^  la  dîfierence  finie  A^jr. 

Démonstration,  Soit 

la  fonction  linéaire  dont  il  s'agit.  Sa  valeur  particulière 
correspondant  au  cas  où  Ton  suppose^  =  a'  sera 

* 

Si ,  dans  cette  valeur  particulière ,  on  remplace  u'  par  y  , 
a^  par  i  +  A,  on  obtiendra  l'expression 

(A -h ba  -h  ca» -4-  ...)r  =  A/  -+-  bax  r *-4-  ca»  X r . . . 

et  si ,  dans  cette  dernière ,  on  considère  Ay ,  A^,  etc.  ^ 
comme  représentant,  non  les  produits  de  A,. A*  par  jr, 
mais  des  différences  finies  du  premier,  du  second  or- 
dre, etc.  5  on  retrouvera  évidemment  la  fonction  linéaire 
proposée. 

Cherchons,  à  Taidc  de  ce  théorème,  la  valeur  générale 
de  y„  en  fonction  de  j^,  Aj^  A^y. ..  On  trouvera  d'abord. 
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en  faisant  j'  =  a', 

Si ,  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  on  rem- 
place a'  parj^,  a*  par  i  -(-û,  on  obtiendra  la  formule 
symbolique 

En  développant  cette  dernière  et  substituant  aux  pro- 
duits ùky^  b?y  les  différences  finies  qui  s'écrivent  de  la 
même  manière,  on  trouvera 

n  n  n —  i  n    ^ 

r- = r  -»-  7  AT  +  7-  — ;-  a v  -f- . .  -+-  7  a-  -«r  h-  ^'r  ; 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Dans  la  dernière  leçon ,  nous  avons  démontré  les  deux 
équations 

=/(a-h/iA) -h  7/[x-h(/i-i)A]4-...ip7/(4: -h  A)±/(4:), 

et  nous  avons  remarqué  que  Ton  pouvait  présenter  ces 
deux  équations  sous  une  forme  symbolique  en  écrivant 

Nbus  allons  maintenant  donner  quelques  applications 
de  ces  mêmes  formules. 

Si  Ton  suppose  dans  la  première  j^  =  a:",  m  étant  un 
nombre  entier  inférieur  à/i,  C^,xf^  étant  alors  égal  à 
zéro,  on  trouvera 

(x-hifA)-  — -[x-f-(/ï— i)A]"..    If:-(x-f-A)*±j:'-=o. 
Si  Ton  suppose  aii  contraire  j^  =  x",  on  aura ,  comme  on 


5l6  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Ta  fait  voir  dans  la  dernière  leçon , 

et  par  suite 

(a^  -h  nhy [x  -h  (/i—  f)hy  ...  ±x^  =  1.2.3..  ./lA». 

Si  dans  les  formules  précédentes  on  fait  x  ==  o,  les  deux 
membres  de  chacune  d'elles  deviennent  divisibles  par  A" 
ou  A",  et  Ton  cfn  tirera    . 

H» («—  i)-H — ^ ^  («  —  2)"  — etc.  =  G, 

/i« (/i_  |)«-|__^ ^(/j  — îi)»— etc.  =  1.2. 3-.  «, 

,  \  /        12^  '^ 

Ija  dernière  de  celles-ci  sert  à  démontrer  le  théorème  de 
Wilson ,'  savoir,  que  le  produit  i  .2.3 . . . n ,  augmenlé  de 
Tunité ,  devient  divisible  par  n  +  i ,  toutes  les  fois  que 
71  +  1  est  un  nombre  premier.  Ainsi ,  par  exemple ,  le 
produit  1 . 2 . 3 . 4  =  ^4?  augmenté  de  Tunité ,  devient  di- 
visible par  5.  Le  produit  i. 2.3.4* ^ •6=  720,  augmenté 
de  l'unité,  devient  divisible  par  7, 

La  démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  la  série 
que  je  viens  de  rapporter,  a  été  donnée  par  Lagnmge 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  et  parEuler  danssesOpo*- 
<;ules  analytiques.  Ceux  qui  désireront  en  connaître  les 
détails  les  trouveront  dans  la  Théorie  des  nombres  de 
Legendre,  à  la  tête  de  la  seconde  partie. 

Je  passe  maintenant  aux  applications  que  Ton  peut  faire 
de  la  formule 


etc. 


Si  Ton  suppose  dans  cette  formule  nh=k^  x=zx^  cl  que 

Ton  désigne  respectivement  par  j'-o,A)^oï^!7'o>  etc.,ceque 
deviennent  y,  Ay^  A^j^  etc. ,  en  vertti   de  Fliypothèse 
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o:  =  Xq,  on  aura 

Si  Ton  fait  dans  cette  dernière  Xq  4-  ^  =  X,  on  trouveiâ 

Toutefois,  cette  dernière  équation  suppose  queX — Xo=ii 
est  un  multiple  de  h. 

En  recourant  à  des  équations  du  genre  de  celles  que 
nous  avons  déjà  nommées  équations  symboliques,  on  peut 
retrouver  d'une  manière  très  élégante  et  trè^  simple  les 
deux  formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies.  La  notation  D^  indiquera,  comme  nous  Pavons 
déjà  admis ,  que  Ton  prend  la  dérivée  par  rapport  à  x ,  et 
les  dérivées  successives  d'une  fonction  quelconque  y  de  x 
seront  représentées  par  les  notations  Dxjy  Dl^»  •  •  •  Dx^. 
On  aura  dès-lors,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

X  -t-  Ar  =  /4-7D,j  -4--— Dir  -H..., 

I  1.2 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Cette  équation  symbolique  subsiste  quel  que  soit^,  ce  que 
Ton  exprime  en  écrivant 

I  -h  A  =  I  H-  -  D,  H Dî  -h  etc., 

I  I  .a 

oti  plus  simplement- 

De  cette  dernière  équation  symbolique  on  tire 
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et  par  conséquent 

A-= (e*D-_,  ).  ^  <,»»D._»  ^.- ,)»D. 

I  .2 

oM ,  ce  qui  revient  au  même ,  à  cause  des  équations 

y+^X  =/(*+ A)=«»D-y,    /(*+«*)  =  r.  =  «^-r. 

à-j- =f^%  _  ?*(«-')*D-^  +etc...±r=r.+7r.u...dbr, 

c'est-à-dire 


f  .2 


•  > 


on,  ce  qui  revient  au  même, 


n(n  —  I  ) 


1  .2 


Nota.  En  indiquant  par  D^,  I^ji^?  I^»^  ^^  dérivées 
d'une  fonction  k  =  F  (x,y,  z),  prises  par  rapport  k 
x^jTy  z. .  .y  la  formule  de  Taylor,  étendue  au  cas  d^un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes ,  pourra 
se'mettre  sous  la  forme 

Nous  verrons  plus  tard  à  combien  d'heureuses  irancfor- 
mations  cette  formule  peut  conduire ,  et  quels  immenses 
avantages  on  pourrait  retirer  de  l'emploi  habituel  des 
notations  D^,  Dy,  D,   .... 
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PREAOERE  NOTE 


SUR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  D'INTERPOLATION; 


Pae  m.  Caughy. 


Dans  les  applications  de  Tanalyse  à  la  Géométrie ,  à  la 
Physique,  à  T Astronomie,...  deux  sortes  de  questions  se 
présentent  à  résoudre  :  il  s'agit,  i^  de  trouver  les  lois 
générales  des  figures  et  des  phénomènes ,  c'est-à-dire  la 
forme  générale  des  équations  qui  existent  entre  les  di- 
verses variables;  par  exemple,  entre  les  coordonnées  des 
courbes  et  des  surfaces,  entre  les  vitesses,  le  temps,  les 
espaces  parcourus  par  les  mobiles,  etc..  ;  2^  de  fixer  en 
nombres  les  valeurs  des  paramètres  ou.  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  Texpression  de  ces  mêmes  lois, 
c^est-à-dire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  que  ren- 
ferment les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  on 
distingue  ordinairement,  comme  Ton  sait,  celles  qui  peu- 
vent varier  indépendamment  les  unes  des  autres ,  et  que 
Ton  nomme  pour  cette  raison  variables  indépendantes, 
d'avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  la  résolution  des  di- 
verses équations,  et  qui  se  nomment  fonctions  des  varia- 
bles indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de 
T.  I.  33 
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cas  fonctions ,  et  supposons  qu'elle  se  déduise  des  variables 
indépendantes  par  une  équation  ou  formule  qui  renferme 
un  certain  nombre  de  coefficients.    Un  pareil  nombre 
d'observations  ou  d'expSriences ,  dont  chacune  fournira 
une  valeur  particulière  de  la  fonction  correspondante  à 
un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes, suffira  pour  la  détermination  numérique  de  tous 
ces  coefficients  ;  et,  cette  détermination  faite,  on  pourra  ob- 
tenir sans  difficulté  de  nouvelles  valeurs  de  la  fonction  cor- 
respondantes à  de  nouveaux  systèmes  de  valeurs  des  varia- 
bles indépendantes ,  et  résoudre  ainsi  ce  qu'on  appelle  le 
problème  de  l'interpolation .  Par  exemple  ,  si  Tordonnëe 
d'une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l'abscisse 
par  une  équation  qui  renferme  trois  paramètres,  il  suffira 
de  connaître  trois  points  de  la  courbe,  c'est-à-dire  trois  va- 
leurs particulières  de  l'ordonnée  correspondantes  à  trois 
valeurs  particulières  de  l'abscisse,  pour  déterminer fes  tvois 
paramètres;  et,  cette  détermination  effectuée,  on pcmrra 
sans  peine  tracer  la  courbe  par  points  en  calculant  les  co- 
ordonnées d'un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra  de 
nouveaux  points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  ccon-* 
pris  entre  les  points  donnés.  Ainsi ,  envisagé  dans  toute 
son  étendue,  le  problème  de  l'interpolation  consiste  à 
déterminer  les  coefficients  ou  constantes  arbitraires  qœ 
renferme  l'expression  des  lois  générales  des  figures  ou  des 
phénomènes,  d'après  un  nombre  au  moins  égal  dépeints 
donnés,  ou  d'observations,  ou  d'expériences.  Dans  une 
foule  de  questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au 
premier  degré  seulement  dans  les  équations  qui  les  ren« 
ferment.  C'est  précisément  ce  qui  arrive  lorsqu'une  foBC» 
tion  est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  d'une 
variable  indépendante,  ou  bien  encore  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'un  même  arc.  Alors  il  s'agit  de 
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déterminer  les  coefficients  de  ceux  des  termes  de  la  série 
que  Ton  ne  peut  négliger  sans  aroir  à  craindre  qu41  en 
résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs  de  la  fonctioù. 
Dans  le  petit  nombre  de  formules  qui  ont  été  proposées 
pour  cet  objet ,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du 
calcul  des  différences  finies,  mais  applicable  seulement 
au  cas  où  les  diverses  valeurs  de  la  variable  indépendante 
sont  équidifférentes  entre  elles,  et  la  formule  de  Lagrange 
applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  à  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable indépendante.  Toutefois  cette  dernière  formule 
elle-même  se  complique  de  plus  en  plus  à  mesure  que 
Ton  veut  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 
en  série  un  plus  grand  nombre  de  termes  ^  et  ce  qu'il  y  a 
de  plus  facbeux ,  c'est  que  les  valeurs  approchées  des  di- 
vers ordres  correspondantes  aux  divers  cas  où  Ton  conser- 
verait dans  la  série  un  seul  terme,  puis  deux  termes, 
puis  trois  termes, . . .  s'obtiennent  par  des  calculs  à  peu 
près  indépendants  les  uns  des  autres ,  en  sorte  que  chaque 
nouvelle  approximation,  loin  d'être  rendue  facile  par 
celles  qui  la  précèdent,  demande  au  contraire  plus  de 
temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients,  et  con- 
duit par  mes  recherches  sur  la  dispersion  de  la  lumière  à 
m'occuper  de  nouveau  du  problème  de  l'interpolation, 
j'ai  eu  le  bonheur  de  rencontrer  pour  la  solution  de  ce 
problème  une  nouvelle  méthode  qui ,  sous  le  double  rap- 
port de  la  certitude  des  résultats  et  de  la  facilité  avec 
laquelle  on  les  obtient,  me  parait  avoir  sur  les  autres 
formules  oes  avantages  tellement  incontestables,  que  je 
ne  doute  guère  qu'elle  ne  soit  bientôt  d'un  usage  général 
parmi  les  personnes  adonnées  à  la  culture  des  sciences 
physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  formule,  je  suppose 
qu'une  fonction  de  x^  représentée  par  j,  soit  développa- 

33.. 
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ble  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis-^ 
sances  ascendantes  ou  descendantes  de  x ,  ou  bien  encore 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x ,  on 
même,  plus  généralement,  suivant  d'autres  fonctions  de 
X  que  je  représenterai  par 

en  sorte  qn^on  ait 

(i)  ^  =  a«  -h  ^  -+-  cw  -h   .. . , 

a,  bj  c,...  désignant  des  coefficients  constants.  Ils^agit 
de  savoir,  i^  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans 
le  second  membre  de  Téquation  (i)  pour  obtenir  une  va- 
leur de  j^  suffisamment  approchée,  dont  la  différence  avec 
la  valeur  exacte  soit  insensible  et  comparable  aux  erreurs 
que  comportent  les  observations  ;  2^  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conservés ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Les  données  du  problème  sont  un  nombre 
suffisamment  grand  de  valeurs  de^  représentées  par 

et  correspondantes  à  un  pareil  nombre  n  de  valeurs  de  x 
représentées  par  x^^  a?t , . . . ar^ ,  par  conséquent  aussi  à 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  chacune  des  fonctions 
u,  1^,  IV, . . .  valeurs  que  je  représenterai  de  même  par 

pour  la  fonction  u ,  par 

«'1,      •'l,..    •       ^H 

pour  la  fonction  i^,  etc.  Ainsi,  pour  résoudre  le  pro- 
blème ,  on  aura  entre  les  coefficients  inconnus  a,  &,  c,... 
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\e$  n  équations  du  premier  degré 

/,  =  ûw,  4-  bv^  H-  cw^  -h.., 
•7»  =  aa,  -H  bvt  -4-  ov.  H- .  . . , 


qui ,  si  Ton  désigne  par  i  Tun  quelconque  des  nombres 
entiers 

I    9      2|  •    •    •  fty 

se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

Xi  =  aui  4-  *p,  -+-  ov,  4- . . . 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant 
les  coefficients  &,  c, . . . ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
réduisant  la  série  à  son  premier  terme.  Alors  la  valeur 
générale  approchée  de  y  sera 

et ,  pour  déteiminer  le  coefficient  a ,  on  aura  le  système 
des  équations 

Les  diverses  valeurs  de  a ,  que  Ton  peut  déduire  de  ces 
équations  considérées  chacune  à  part,  ou  combinées  entre 
elles,  seraient  toutes  précisément  égales  si  les  valeurs 
particulières  de  j^,  que  nous  supposons  données  par  l'ob- 
servation, étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il  n'en 
est  pas  ainsi  dans  la  pratique,  où  les  observations  compor- 
tent des  erreurs  renfermées  entre  certaines  limites  ;  et 
alors  il  importe  de  combiner  entre  elles  ces  équations  de 
manière  que,  dans  les  cas  les  plus  défavorables,  Tin- 
fluence  exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a  par  les  er- 
reurs commises  sur  les  valeurs  dey,,  /t?-  •  m  J^«7  soit  la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  Ton 
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peut  faire  des  équations  (2)  pour  en  tirer  une  nouvelle 
équation  du  premier  degré ,  par  rapport  à  a ,  fournissent 
toutes  des  valeurs  de  a  comprises  dans  la  formule  générale 


a  - — 


que  Ton  obtient  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équa- 
tions (2)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
des  facteurs  constants  Ar, ,  Af . . . ,  ft„.  Il  y  a  plus  ;  comme  la 
valeur  de  a  déterminée  par  cette  équation  ne  varie  pas 
quand  on  fait  vari  er  simultanément  les  facteurs  k^^h^^,..^li^ 
dans  le  même  rapport,  il  est  clair  que  parmi  ces  fac- 
teurs, le  plus  grand  (abstraction  faite  du  signe)  peut  tou-. 
jours  être  censé  réduit  à  Tunité*  Remarquons  enfin  que, 
si  Ton  nomme 


«I.   « 


a»   •  •  •  >    'II» 


les  erreurs  respectivement  commises  dans  les  <d)servaUons. 
sur  les  valeurs  de 


r«>  X 


»>    •••>    J  m> 


la  formule  précédente  fournira  pour  a  une  valeur  aj^>ro- 
chée,  dont  la  différence  avec  la  véritable  sera 

^1  t,  -H  ^,t»  ~f-   .  .  .   -h  k^tn 

n  faut  niaintenant  choisir  Ai, ,  Ait.,  . . . ,  Ati,  de  telle  sorte 
que ,  dans  les  cas  les  plus  défavorables ,  la  valeur  numé- 
rique de  cette  différence  soit  la  moindre  possible. 
Représentons  par 

Sa, 

la  somme  des  diverses  valeurs  numériques  de  u, ,  c'est-à- 
dire  ce  que  devient  le  polynôme 
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quand  on  y  dispose  de  chaque  signe  de  manière  à  rendre 
'  chaque  terme  positif.  Représentons  par  Scj  non  la  sonane 
des  valeurs  niunériques  e. ,  Cf, . . . ,  e„ ,  mais  ce  que  devient 
la  somme  Su/  quand  on  y  remplace  chaque  valeur  de  f/« 
parla  valeur  correspondante  de  e,.  Si  l'on  réduit  à  +  i 
ou  à  —  1  chacun  des  coefficients  At^  Ar  t ,  . . . ,  Xr„ ,  en  choi- 
sissait les  signes  de  manière  que ,  dans  le  dénominateur 
de  la  fraction 

m  .11 

tous  les  termes  soient  positifs,  cette  fraction  sera  ré- 
duite à 

Su, 

et  elle  offrira  une  valeur  numérique  tout  au  plus  égale 
au  rapport 

Sa/ 

si  Ton  désigne  par  E  la  somme  des  valeurs  numériques 
de  8,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  numérique 
de  Sti  dans  le  cas  le  plus  défavorable.  D'autre  part,  en 
attribuant  kk^ykt  *  •  •  j  K  àes  valeurs  inégales  dont  la 
plus  grande  (abstraction  faite  des  signes)  soit  Tunité»  on 
obtiendra  pour  dénominateur  de  la  fraction  une  quantité 
dont  la  valeur  numérique  sera  évidemment  inférieure  à 
Sui ,  tandis  que  la  valeur  numérique  du  numérateur  pourra 
s'élever  jusqu'à  la  limite  E;  ce  qui  arrivera  effectivement 
si  les  erreurs  c,,  Ct, . . .,  e„,  sont  toutes  nulles,  â  l'ex- 
ception de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  facteur  égal, 
au  signe  près,  à  l'unité.  H  en  résulte  que  la  plus  grande 
erreur  à  craindre  sur  la  valeur  de  a  déterminée  par  la 
formule 
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sera  la  moindre  possible  si  Ton  pose  généralement 

en  choisissant  les  signes  demanière  que  dans  le  polynôme 

toof  les  termes  soient  positifs.  Alors  cette  ibrmnle  don-r 
nera 

■a  -  ^y 

S^"/  étant  ce  que  devient  la  somme  Su/  quand  on  y  rem- 
place chaque  valeur  de  Ui  par  la  valeur  correspondante  de 
yi^  et  l'équation  jr  ==  au  deviendra 

Si  Ton  {ait  pour  abréger 

u 

pu  aura  simplement 

j  =  «  Sji. 

Si  Ton  supposait  généralement  u  =s  i ,  Féquation  j^ = ou^ 
réduite  à 

exprimerait  que  la  valeur  de  y  est  constante  \  et  comme 
on  aurait  alors 

u   I 

la  formule  J^  =  «Sy^  donnerait 

Donc  alors  on  devrait  prendre  pour  valeur  approchée  de 
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y  la  moyenne  arithmétiqne  entfc  les  valeurs  c^Meirées^ 
et  la  plus  grande  erreur  à  craindre  serait  plus  petite  pour 
cette  valeur  approchée  que  pour  toute  autre.  Cette  jmto-* 
priété  des  moyennes  arithmétiques,  jointe  à  la  facilité 
avec  laquelle  on  les  calcule,  justifie  complètement  Pusage 
où  Ton  est  de  leur  accorder  la  préférence  dans  Tévalua- 
tion  des  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  détermi- 
nées directement  par  Tobservation. 

Soit  maintenant  ùky  le  reste  qui  doit  compléter  la  va-* 
leur  approchée  de^  fournie  par  Féquation 

r  =  -SjTô 

en  sorte  qu^on  ait 
Posons  de  même 

p  =  «Sp/  -h  Ap,     «f  =  «SiVi  -h  A«v,  etc. 

On  tirera  de  la  formulej^,==au^4-i^.-4-<îW;4-etc., 

Sj,-  =  aSii/  H-  h^i  H-  c^Wi  4-  etc.j 

puis  de  cette  dernière ,  multipliée  par  a ,  et  soustraite  de 
l'équation  jr  s=  ou  +  ^  +  hw  -f-  etc. , 


(3)  tsy  =  hb»  -f-  cAïf  H-  etc. 

Soient  d'ailleurs  a,-,  A^,,  Ai^,,  Ati^^,. . .  ce  que  der 
viennent  les  valeurs  de  ce ,  ùkjy  ùk\^ ,  Ati^, . . .  tirées  des 
équations  qui  précèdent,  quand  on  y  remplace  x  par  Xi , 
I  étantrundes  nombres  entiers  i,  a,.  ..n.  Si  les  valeurs  de 

sont  très  petites,  et  comparables  aux  erreurs  que  com-r 
portent  les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  à  une 
seconde  approximation,  et  Ton  pourra  s'en  tenir  à  la  va^ 
leur  approchée  de  y  fournie  par  l'équation  /  =  o&yi.  Si 
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le  contraire  a  lieu,  il  sufira,  pour  di)tenir  une  approxi- 
mation nouvelle,   d^opérer  sur  la  formule  (3),   conune 
dans  la^  première  approximation  Ton  a  opéré  sur  la  for- 
muley  =  au  -f-  il'  -4-  cw  -4-  etc. 
Cela  posé,  désignons  par 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  Ai^,  *,  et  par 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  S'/^, 
quand  on  y  remplace  chaque  valeur  de  A^i  par  la  valeur 
correspondante  de  Afi  ou  de  Aw,-,. . .;  soit  enfin 


si  Ton  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  dans  la  série(i) 
le  coefficient  c  du  troisième  terme  et  ceux  des  termes  sui- 
vants, on  devra  prendre  pour  valeur  approchée  de  Ajr 

Soit  A?y  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  cmi^léter  cette 
valeur  approchée,  et  faisons  en  conséquence 

Posons  de  même 

tiw  =  CS'aap'/  -h  A'w,  etc.  : 

on  tirera  successivement  de  la  formule  (3) 

A^i  =  b^9i  -f-  cMVi  -h  etc.  9 
S'^Xi  =  fô'AP/  H-  à&'ùiWi  H-  etc.  ; 

puis  cette  dernière ,  multipliée  par  S  et  retranchée  de  Té- 
quation  Ay  :=  bAu  -4-  cAw  +  etc., 

à*y  =  ci*tv  -f-  etc. 


PREMIÈRE    NOTE.  5a3 

Soient  d^aiUeurs  6,,  A^,-,  A*w,,. . .,  ce  que  deviennent 
les  valeurs  de  6 ,  A*j^,  A*w, . . . ,  tirées  des  équations  qui 
précèdent,  quand  on  y  remplace  x par  x« ,  i  étant Fun  des 
nombres  entiers  i,  2, . .  .n.  Si  les  valeurs  de 

A*/, ,     A»J,  , . , . ,  A»J^, 

sont  très  petites  et  comparables  aux  erreurs  que  com7 
portent  les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  aune 
nouvelle  approximation ,  et  Ton  pourra  s^en  tenir  à  la  va- 
leur approchée  de  ùky  fournie  par  Téquation  A^=6S'A^i. 
Si  le  contraire  a  lieu,  il  suffira,  pour  obtenir  une  troi- 
sième approximation,  d'opérer  sur  la  formule  qui  donne 
ùk^yy  comme  on  a  opéré  dans  là  première  approximation 
sur  la  formule  (i).  En  continuant  de  la  sorte,  on  obtien- 
dra la  règle  suivante  : 

L'inconnue  j^,  fonction  de  la  variable  x,  étant  suppo- 
sée développable  en  une  série  convergente 

(I)  au  -^^  bv  -{-  Ci»  -H..., 

OÙ  II,  »^,  IV, ... ,  représentent  des  fonctions  données  de  la 
même  variable,  si  Ton  connaît  n  valeurs  particulières  de 
y  correspondantes  à  n  valeurs  particulières 


I>     •*!> 


de  X,  si  d'ailleurs  on  nomme  1  l'un  quelconque  des  nom* 
bres  entiers  i,  a,. . . .,  n,  et  j^,-,  u,-,  i^,-,. . . .,  ce  que  de- 
viennent y,  II,  t^,* . .,  quand  on  y  remplace  x  par  Xiy 
alors ,  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  y  avec  une  ap^ 
proximation  suffisante,  on  déterminera  d'abord  le  coef- 
ficient a  k  l'aide  de  la  formule 

(II)  u  =  «Su,-, 

dans  laquelle  Sui  daigne  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques de  ti, ,  et  la  différence  du  premier  ordre  Ay  à  l'aide  > 
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de  la  formule 

(ta)  y  =  -S/i  4-  A^. 

Si  les  valeurs  particulières  de  ^y^  représentées  par  Aj^, , 
ùkyt  9  •  •  •  9  AX"  9  ^'^^  comparables  aux  erreurs  d^observa- 
tion ,  on  pourra  négliger  tly  et  réduire  la  valeur  appro- 
chée dey  à 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  6  à  Taide  des 
formules 

(IV)  P  ==   «SPi    4-   AP,      Ap  =  CS'APi, 

S' Af^i  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  Ai^.- ,  et 
la  différence  du  second  ordre  ù^y  à  Faidede  la  formule 

(V)  t^y  =  CS'ày  -h  A»j. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A*y,  représentées  par  A*jr,, 
A^t  9  •  •  •  9  A^„,  sont  comparables  aux  erreurs  d^observa- 
tion,  on  pourra  négliger  A^  et  réduire  en  conséquence 
la  valeur  approchée  de  j^  à  ocSyt  +  SS'Aj^,. 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  y  par  les  for- 
mules 

(VI)  «'=«S«i',-hA«',   A«v  =  CS'A«',-hA»«',   A*«'  =  yS'A»a'„ 

S'A^Wi  étant  la  somme  des  valeurs  mmiériques  de  A*w, , 
et  la  différence  du  troisième  ordre  A^  par  la  formule 

(Vn)  Ay  =  yS^'^yi  -H  A^etc. 

Ainsi,  en  définitive,  en  supposant  les  coefficients  a,  6,y,.. . 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc. ,  on  de- 
vra calculer  les  différences  des  divers  ordres  représoi- 
tées  par 

AJ,    A»^,    A^f. 

ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux 
valeurs  x.,  Xt,. . .,  jr„  de  la  variable  x,  jusqu'à  ce  que 
Ton  parvienne  à  une  différence  dont  les  valeurs  particu- 
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Hères  soient  comparables  aux  erreurs  d^obserVadou.  Alors 
il  suffira  d'égaler  à  zéro  la  valeur  de  cette  différence  tirée 
du  système  des  équations  (III),  (V),  (Vil),. . .  pour  ob- 
tenir avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  y. 
Cette  valeur  générale  sera  donc 

y  =  «Sjf,     ou     y  :=.  «tSj/  -hCS'a^,,     ou     etc., 

suivant  que  Ton  pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  la 
série  à  son  premier  terme ,  ou  à  ses  deux  premiers  termes* . . 
Donc ,  si  Ton  nomme  m  le  nombre  des  termes  conservés , 
le  problème  de  Tinterpolation  sera  résolu  par  la  formule 

y  =  #8/1  -h  oS'a /,-  4-  yS"A*7/  -h  etc., 

le  second  membre  étant  prolongé  jusqu'au  terme  qui  ren- 
ferme A'*"*^-,. 

n  est  bon  d'observer  que  des  formules  précédentes  on 
lire  non-seulement 

S«.=:i;  S^/=ro,   S'  ,=  i;  Sy,  =  o,   S'y,  =  o,  S'V.==i,etc.; 

mais  encore 

Sap,  =  o;  Saw,  =  o,  S^*Wi  =  o,  S'a*«v,  =  o,  etc. . . , 

et 

Sa/,=o  ;  Sa V.=o,  S' A*j,=o,  Sa V.==o,  S'a V/=o,  S* a Vi=o^.. 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d'équations  de  condi- 
tion auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  particulières 
de  a ,  6 ,  y, . . . ,  ainsi  que  celles  des  différences  des  divers 
ordres  de  ii,  i^,  iv, . . . ,  y  ^  et  il  en  résulte  qu'on  ne  peut 
c<Hnmettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs  particulières  au- 
cune erreur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  le  seul  fait 
que  les  équations  de  condition  cessent  d'être  vérifiées. 

En  résumé ,  les  avantages  des  nouvelles  formules  d'in- 
terpolation sont  les  suivants  : 

1°.  E^es  s'appliquent  aux  développements  en  séries, 
quelle  qu^  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes 
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se  déduisent  les  uns  des  autres ,  et  quelles  que  soient  les 
valeurs  équidiffërentes  ou  non  de  la  variable  indépen- 
dante; 

2^.  Les  nouvelles  formules  sont  d'une  application  très 
facile ,  surtout  quand  on  emploie  les  logarithmes  pour  le 
calcul  des  rapports  a,  6,  7  vm  ^^  ^^  produits  de  ces  rap- 
ports par  les  sommes  des  diverses  valeurs  des  fonctions  ou 
de  leurs  différences.  Alors,  en  effet,  toutes  les  opérations 
se  réduisent  à  des  additions  ou  à  des  soustractions. 

3^.  A  Taide  de  ces  formules  les  approximations  succes- 
sives s'exécutent  avec  ime  facilité  de  plus  en  plus  grande, 
attendu  que  les  différences  des  divers  ordres  vont  géné- 
ralement en  diminuant; 

4^.  Ces  formules  permettent  d'introduire  a  la  fois  dans 
le  calcul  les  nombres  fournis  par  toutes  les  observations 
données ,  et  d'augmenter  ainsi  l'exactitude  des  résultats 
en  faisant  concourir  à  ce  but  un  très  grand  nombre  d'ex- 
périences ; 

5^.  Elles  offrent  encore  cet  avantage,  qu'à  chaque  ap^ 
proximation  nouvelle,  les  valeurs  qu'elles  fournissent 
pour  les  coefficients  a,  &,  c, . . .  sont  précisément  celles 
pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à  craindre  est  la 
moindre  possible  ; 

6^.  Ces  formules  indiquent  d'elles-mêmes  le  momeiU 
où  le  calcul  doit  s'arrêter,  en  fournissant  alors  des  difSs- 
rences  comparables  aux  erreurs  d'observation; 

7^.  Enfin  les  quantités  qu'elles  déterminent  satisfont  à 
des  équations  de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  com"^ 
mettre  la  plus  légère  fauté  de  calcul,  sans  que  l'on  s^en 
aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  Exercices  de  Mathé^ 
matiques  de  nombreuses  applications  de  ces  fornaoles 
d'interpolation. 


« 
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DEUXIEME  NOTE 


SUR    LA 

CONDITION  DE  CONVERGENCE 

DE  LA  SÉRIE  QUI  DONNERAIT  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LA  PLU» 
PETITE  RACINE  DE  l'ÉQUATIONJ^  =  OTCOS^- 


Si  ce  volume ,  dont  j'aurais  voulu  faire  Texpression 
complète  de  la  science  actuelle ,  n'avait  pas  crû  au-delà  de 
toutes  mes  prévisions ,  j'aurais  placé  ici  une  exposition 
simple  et  facile  de  deux  des  plus  importants  travaux  de 
M.  Cauchy ,  ayant  pour  objet  la  résolution  des  équations 
Ihtérales  ou  numériques  de  tous  les  degrés,  et  des  équa- 
tions transcendantes.  Forcé  de  m'arrèter,  je  donnerai 
seulement  un  exemple  de  la  résolution  des  équation» 
transcendantes  ;  cette  application  est  d'autant  plus  néces- 
saire, qu'elle  complétera  une  des  plus  belles  théories  ex- 
posées dans  ces  leçons. 

Nou»  avons  dit  que  la  plus  petite  racine  jr^  de  l'équa- 
tîony  =  X  cos^  sera  dévelof^able  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  pour 
tout  module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  répondent 
aux  équations  simultanées  : 

y  CCS  r 
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dont  la  seconde  peut  être  réduite  à  cot  j*  =  —  /,  ou  pfeut 
être  remplacée  par  la  formule 

cosj  -f-  jrfmy  =  o. 

Quand  on  développe  sîn  y  et  cos  j',  cette  dernière  formule 
devient 

1      2  4      1 .2.3.4  o 

Or  si  Ton  nomme  Y  le  module  de  la  variable  réelle  ou 
imaginaire  y,  le  module  du  polynôme  qui  précède  ne 
pourra  pas  surpasser  la  somme  des  modules  de  ses  divers 
termes,  savoir 

Y»         I     Y<  I        Y« 

2  1.24  ■    2.3*4  ^ 

D'où  il  résulte  que  l'équation  cotj^  =  — y  n'admettra 
point  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules 
soient  inférieurs  à  la  racine  positive  unique  de  l'équation 

Y»  I     Y4  I        Y« 


124        ■ .2.3*4  ^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'équation 


•  •  •   ■    I  • 


Y  —Y  Y         —Y 

Y z=  o, 


qu'on  peut  encore  présenter  sous  l'uile  ou  Tautre  des  deux 
formes 

Y=:i  -f--T^^,      2Y-1(Y  -M)-hl(Y-l)=ro. 

D'ailleurs  cette  racine,  supérieure  à  l'unîté,  en  vertu  de 

la  formule 

2 


Y=  I  4- 


aY        » 

e     — I 
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sera ,  en  vertu  de  la  formule 

Y*  I     Y*  I        Y*^  _ 

~7T~    "T~     •  •  • I  • 


2  I .2    4  ■  .2.3.4   ^ 

inférieure  à  la  racine  positive  de  Téquation 

Y»  I    Y^ 

2         1.24 

c'est-à-dire  au  nombre  V h2l/'i.2  =  1,2100. . .  5  et 

si  Ton  pose  dans  l'équation  2 Y — l(Y-|-i)-|-l(Y — 1)=  o, 
Y  ==  1,2  -f-  j ,  I  sera  renfermé  entre  les  limites  —  0,2 
et  0,1.  Cela  posé,  en  considérant  1,2  comme  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racine  positive  Y  de  cette 
dernière  équation ,  on  obtiendra  facilement ,  par  l'emploi 
de  la  formule  de  Taylor,  de  nouvelles  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées.  En  effet,  désignons  par  F  (Y)  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation ,  par  a  la  valeur  appro- 
chée de  la  racine  Y ,  et  par  a  +  i  sa.  valeur  exacte ,  on 
aura 

F(Y)  =  F(fl  -h  0  =  F(fl)-f-iF'(a  4-  ô/); 

B  indiquant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  et  les  valeurs 
de  F'(Y),  F'(a  +  Bi)  étant 

Dès-lors  l'équation  F  (Y)  =  o  donnera 


FW, 


et  comme  on  aura  encore 


a  =  i,2,  ¥(a)=:2a — \( J=  2,4 —  l(i  1):^ 0,002 io5, 

T.i.  34 
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on  trouvera  déflnitivcment 

I  =  -^  0,0021  CD  i — . 

2 

En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  non-seulement  1  sera 
négatif,  mais  de  plus  sa  valeur  numérique  sera  inférieure 

au  produit 

«I— (1,2)-»  ^     ^ 

0,002 1  o5 ^^ —  ^  0,00002 1 n, 

2 

et  par  suite  supérieure  au  produit 

^  I  — (1,2  —  o,ooo32i6)~'  ^ 

0,002 io5 ^^ ^^-  =0,000 321 2.  .  . 

2 

Donc,  en  poossant  rapproximation  jusqu'aux  miUtomè- 
mes,  on  aura 

1  =  —  0,OOo32I,    Y=r  1,2 — 0,000 321... .=r  1,199678.. .. 

Cette  dernière  valeur  de  Y  représente  donc  une  limite  in- 
férieure que  ne  peuvent  pas  dépasser  les  modules  des  va- 
\ewts  de  Y  qui  vérifient  Téquation  ^ 

2        1.24'  -^.3.4  6 

Mais  ces  modules  peuvent  atteindre  la  limite  dont  il  s  a- 
git ,  puisqu'on  satisfait  à  la  dernière  de  ces  équations  en 

suppo8antj-  =  Yj/ — i  ==i,  199678... V^ — i ,  on  en  pre- 
nant pour  Y  la  racine  positive  de  l'équation 

Y»       _i    Y^  1         Y«  __ 

2  1.24  I .2.3.4     ^ 

Ce  n'est  pas  tout  ;  comme,  en  vertu  des  équations 

X=  X  C0S7,     cosj  -hx  skiy  =  o, 
on  a 

cos^      sin^r' 
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on  en  conclura 

cos*jr      siii*j       cos*j-f-sin*/- 

et  par  conséquent,  si  l'on  suppose  le  module  Y  àey  égal 
ou  supérieur  au  nombre  i ,  199  678 . . . ,  le  module  corres- 
pondant de  X  sera  égal  ou  supérieur  à 

I/Y* — I  =4/(1,199678...)* —  ï  =0,66274^...., 

qu'il  atteindra,  si  l'on  suppose^  =  1,199  678-  • .  k— i. 
Donc  le  plus  petit  des  modules  de  x  qui  répondent  aux 
équations^  =  x  cosy,  cotj^  =  — y,  sera  0,662742-  •  •  •> 
et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
y=x  cosy  sera  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  pour  tout 
module  de  x  inférieur  au  nombre  0,662742. . .,  et  l'on 
se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat  au- 
quel M.  Laplace  est  parvenu  par  une  analyse  pénible  et 
des  calculs  assez  longs,  dans  ses  deux  Mémoires  sur  la 
convergence  de  la  série  qui  fournit  le  développement  du 
rayon  vecteur  d'une  planète  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  l'excentricité. 


FIN     l)i;     PRKMIEU     VOLliMK. 
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